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Psicologia do desenvolvimento
cognitivo e didactica das matematicas.
Um exemplo: as estruturas aditivas(*)

O problema mais dificil para uma inves-
tigacdo interdisciplinar como a investigacdo
em didactica é desenvolver conceitos e mé-
todos susceptiveis de constituirem uma abor-
dagem cientifica. Os psicologos tendem a
transportar pura e simplesmente o seu qua-
dro de referéncia habitual, quer se trate da
aprendizagem associativa para os empiristas,
de estruturas légicas para os piagetianos, do
tratamento de informagio para os cogniti-
vistas influenciados pelos modelos informa-
ticos e da psicolinguistica para outros. Por
seu turno, os mateméaticos e os professores
de matemaética tendem a satisfazer-se com
o tipo de conhecimentos matematicos que
thes é familiar ¢ com algumas teorias educa-
tivas gerais.

Estudar os processos de transmissao e de
apropriagio dos conhecimentos mateméticos
como um dominio cientifico préprio consti-
tui, actualmente, uma questdo cientifica de
grande importdncia e que ndo é redutivel
nem a psicologia, nem as matemaéticas, nem
a qualquer outra ciéncia. Ndo se quer com
isto dizer que a didactica das matematicas
seja independente das ideias provenientes
das outras ciéncias, bem pelo contrério; mas

(*» C.N.R.S.

GERARD VERGNAUD (**)

ela possui uma identidade prépria que é
necessario procurar caracterizar.

Esta identidade deve-se principalmente a
especificidade dos contetidos de conheci-
mento cuja transmissdo e apropriagio ela
estuda, a originalidade dos fen6menos de
ensino em classe, e a necessidade com que
ela se defronta ao estudar os processos que
se situam em escalas de tempo muito dife-
rentes: o crescimento dos conhecimentos a
longo prazo na crianga e no adolescente, €
a evolugdo a curto prazo das concepgdes e
procedimentos do aluno face a situagdes no-
vas e as explicacGes que lhe sdo dadas: Abor-
darei sucessivamente os quatro pontos se-
guintes;

1. uma concepg¢io interactiva na forma-
¢do dos conhecimentos.

2. uma abordagem desenvolvimentalista.

3. os conceitos de teorema-em-acto € O
campo conceptual.

(**) Este artigo retoma a maior parte dos te-
mas e exemplos desenvolvidos num artigo ante-
rior, em inglés: «Cognitive and Developmental
Psychology and Research in Mathematica Edu-
cation: some theoretical and methodological
issues», For the Learning of Mathematics, 3, 2,
1982, 31-41.
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4. a representagio e as relagOes entre
significados e significantes.

1. UMA CONCEPCAO INTERACTIVA
DA FORMACAO DOS CONHECIMENTOS

Em primeiro lugar nos seus aspectos pra-
ticos, bem como nos seus aspectos tedricos,
o saber forma-se a partir de problemas a re-
solver, quer dizer, de situagSes a dominar.
Constata-se isto na histéria das ciéncias €
das técnicas, e também no desenvolvimento
dos instrumentos cognitivos da crianga, no-
meadamente no dominio do espaco e na
compreensio e categorizacdo dos objectos
usuais. Isto deveria ser igualmente verda-
deiro no ensino das mateméaticas, mas nio
é o que se verifica. A tendéncia mais cor-
rente é a de ensinar «maneiras de fazer» ou
algoritmos, ligando estes problemas a clas-
ses relativamente limitadas. Por «problema»
entenda-se, no sentido lato que lhe di o
psicélogo, qualquer situacdo em que é neces-
sario descobrir relagdes, desenvolver activi-
dades de exploragdo, hipbtese e verificagdo,
para produzir uma solugdo: este procedi-
mento nfio é necessariamente o mais geral
ou o mais econ6mico; pode mesmo ser falso,
o que nem por isso deixa de ser procedi-
mento a estudar em pé de igualdade com os
outros.

Tomando «problemay no seu sentido mais
geral constitui para a crianga um «proble-
may» comparar os efectivos de duas colec-
¢des ou o conteddo de dois recipientes,
seriar uma sequéncia de objectos em funcio
do tamanho ou do peso, ou reconhecer a
esquerda e a direita de um personagem que
se situe de frente para ela; constitui eviden-
temente um «problema» ~rganizar dados

8

estado inicial

numéricos para saber quais é preciso utilizar
e por que ordem devem ser tratados; mas
constitui também um «problema» para as
criangas calcular o efectivo de um conjunto
formado por duas partes sem tornar a con-
tar cada uma das duas partes (se ja se coa-
tou cada uma delas).

E um objectivo prioritirio, na investiga-
¢do em didactica, investigar, analisar e clas-
sificar, tdo exaustivamente quanto possivel,
as situagBes-problema que conferem signifi-
cag¢io e fun¢do a um conceito. Isto permite,
em primeiro lugar, apelar no ensino a uma
maior variedade de relacdes e problemas;
em segundo lugar, aprofundar a epistemo-
logia de um conceito, isto é, principalmente
a sua funcdo (a que problemas ele responde)
e a sua radicag¢do (em que outros conceitos
ele se apoia). As concepgdes dos alunos sdo
modeladas pelas situagdes com que eles se
depararam. Isto pode levar a grandes des-
fasamentos entre estas concepgoes e os con-
ceitos matemdticos: por exemplo, se um
aluno de 4 éme s6 compreende o conceito
de frac¢do como uma quantidade fraccio-
naria, numa rela¢io parte-todo (parte de
bolo, parte de uma coleccdo), ele ndo pode
aperceber a riqueza e o alcance dos nume-
ros racionais. Do mesmo modo para os nu-
meros negativos, se ele considerar que os
nimeros representam quantidades: como
nio hi quantidade negativa, os niimeros ne-
gativos nio tém sentido algum.

Tomemos o exemplo da subtraccio
A primeira concep¢do da subtraccio, para
uma crianca pequena, consiste na diminui-

¢io de uma quantidade inicial, por consumo,
perda ou venda, por exemplo:

69J>

transformagado

estado final

Exemplo 1: Jean tinha 8 bombons; come 3. Quantos bombons tem agora?
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A partir de uma tal concepgdo, ndo €
imediato compreender a subtraccio:

— como um complemento

3\

#

Exemplo 2: HA 8 criangas & mesa no aniversi-
rio de Dorothée. 3 sdo raparigas. Quantos
rapazes ha?

— como o inverso de um aumento

—_—I> 1 8

Exemplo 3: Janine acaba de receber 3 francos
da av6. Tem agora 8 francos: Quanto é que
ela tinha antes?

— como uma diferencga entre estados su-

cessivos

8| 13

Exemplo 4: Robert tinha 8 berlindes antes de
jogar com a Isabelle. Agora tem 3 berlindes.
O que é que se passou durante o jogo?

-— como uma relacao de comparagio

3

r O

8

Exemplo 5: Suzanne tem 3 francos no bolso.
Berthyl tem 8. Quanto é que Suzanne tem a
menos que Berthyl?

—como uma diferenca entre transfor-

macoes

—_— b > 00
%

Exemplo 6. Frédéric jogou duas partidas de berlinde. Na segunda ganhou 3 berlindes. Ele j& ndo
se lembra do que se passou na primeira partida. Mas quando ele, no fim, conta os berlindes,
apercebe-se de que gaphou 8 berlindes ao todo. O que € que se passou na primeira partida?

— poderiam ser propostas outras catego-
rias de problemas, por exemplo:
(Ver figura 7 na pigina seguinte)

Pode-se facilmente imaginar as dificulda-
des que as criancas podem encontrar na ex-
tensdo da significagio da subtracgio a estes
diferentes casos, a partir da sua concepgéo
primitiva da subtrac¢iio como «diminuigdon.

Cada um dos casos atrds evocados supde
um calculo relacional (calculo sobre rela-
¢bes) distinto; e, no entanto, todos estes cél-
culos relacionais conduzem a escolha da
mesma operagio aritmética 8-3. '
Os investigadores comegam a conhecer
bastante bem os meios através dos quais as
criancas abordam estes diferentes problemas
(Carpenter, Moser & Romberg, 1981) e as
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Fig. 7

etapas por que passam, no decurso dos lon-
gos anos do ensino elementar... € do ensino
secunddrio. A maior parte das criangas
depara com dificuldades, na adicdo e na
subtraccdo de transformagdes ou de rela-
¢oes, até ao fim do ciclo dos liceus e mesmo
para além dele.

Observam-se conflitos importantes e du-
radoudos entre as concepg¢des das criangas
e os conceitos do professor de matematica.
Por exemplo, num grande nimero de pro-
blemas, as concepcOes das criancas sdo me-
Ihor representadas por um modelo de opera-
¢do undrio que pelo modelo da lei de com-
posi¢do binaria. Com efeito, a adigdo pode
muitas vezes ser encarada segundo o modelo
de uma operacdo externa de Z sobre N (se
se raciocinar com inteiros).

O,

) —— ]

« € N
n€ 2

por exemple n = 6 m= + 4

m pode ser positivo ou negativo
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1= -- - Encontrar a segunda
transformacio

Encontrar a
transformacio total

e ndo segundo o modelo da lei interna em
N, que apenas reflecte bem a composi¢io
de duas quantidades

nm € N

por exemplo n==6 m = 4

As transformagdes no tempo ¢ as relagdes
de compara¢do ndo podem ser adequada-
mente representadas por uma composigao
de duas quantidades (lei binéaria interna),
pois elas envolvem numeros relativos.

Por outro lado, o modelo da operagdo
unéria estd mais préximo da concepgdo pri-
mitiva das criangas (partir de um estado ini-
cial, agir). Veremos outras consequéncias
deste desfasamento entre concepgOes do su-
jeito e conceitos matematicos quando abor-
darmos as representagdes simbolicas.

Os professores ndo deveriam ignorar o
facto de as concepgdes dos alunos serem



modeladas pelas situagbes da vida quoti-
diana e pela sua «primeira compreensio»
das relacdes novas com que deparam. Eles
tém de saber com que é que lidam, e conhe-
cer ou reconhecer melhor as concepgOes
mais primitivas, os erros e as incompreensoes
que se lhes seguem, o modo pelo qual elas
mudam ou podem mudar: através de que
situagbes? De que explicagbes? De que eta-
pas?

Os problemas de ensino das matematicas
ndo se resolvem por definigdes, € as concep-
¢oes erradas dos alunos s6 podem mudar
verdadeiramente se entrarem em conflito
com situagbes que elas ndo permitem tratar.
E essencial que os professores possam pers-
pectivar e dominar o conjunto de situagdes
susceptivei. que levem e ajudem os alunos a
«acomodarem» os seus pontos de vista e os
procedimentos a novas relagdes (a inversio,
a composi¢do e a decomposi¢do de transfor-
macoes, por exemplo) ou dados novos (gran-
des ntmeros, decimais, fracgSes...). E a tni-
ca maneira de levar os alunos a analisarem
as coisas com mais profundidade e a reve-
rem ou ampliarem as suas concepgdes.

A resolucio do problema é a origem e o
critério do saber operatério. Devemos ter
sempre esta ideia em mente e sermos capa-
zes de proporcionar aos alunos situagdes
que visem alargar a significagio de um con-
ceito e pdr a prova as competéncias e as
concepgdes dos alunos. I essencial tanto
para uma teoria das situagdes como para
uma teoria do conhecimento operatério.
Esta declaracdo pode parecer excessiva-
mente virada para as aprendizagens prati-
cas, mas ndo o é; concepgdes € competén-
cias sdo duas faces de uma mesma moeda;
as competéncias estdo sempre ligadas a cer-
tas concepcdes mesmo se sio fracas e frag-
mentadas. Ndo ha procedimento que se possa
desenvolver e sobreviver por si proprio, livre
de todas as representacGes das relagdes de
que trata ou que implica. Reciprocamente
um conceito ou um teorema que nao possam

ser utilizados em situagdes-problema em que
sdo pertinentes permanecem vazios de sen-
tido.

Assim, ndo existem s6 problemas praticos.
Existem também problemas teéricos como,
por exemplo, a extensio da multiplicagio
aos numeros relativos: a multiplicacdo de
dois nimeros negativos ndo pode ser redu-
zida a um problema prético verdadeiramente
significativo da multiplicacdo, salvo se se
considerar a utilizacio do célculo algébrico
como um problema pritico. Digamos que
muito mais que a coeréncia dos célculos o
problema eminentemente te6rico aparece
também como um problema pratico. Esta
dialéctica ndo é apenas um simples efeito
retérico: prética e teoria estio em ultima
anélise indissoluvelmente ligados.

2. UMA ABORDAGEM
DESENVOLVIMENTALISTA

As concepcbes e as competéncias desen-
volvem-se ao longo de um periodo de tempo.
Isto ndo ¢ verdade apenas para as estrutu-
ras gerais do pensamento mas também para
os contetdos dos conhecimentos. Por exem-
plo, os conceitos de fracgdo e de relagdo tém
as suas raizes nas actividades que tém um
significado para os alunos de 7 a 8 anos,
quando se trata de valores simples como
% ou %; e, entretanto, o conceito de nimero
racional € uma fonte duravel de dificuldade
para os alunos de 15 ou 16 anos e para
muitos adultos. No que concerne as estrutu-
ras aditivas ainda que alguns principios da
adicgdo e da subtracgdo sejam compreendi-
dos pelos alunos de 3 ou 4 anos, 75'% dos
alunos de 15 anos falham em problemas
como os seguintes (Marthe, 1982):

Exemplo 7. Jean recebeu 45 francos da
sua av6. Em seguida vai a um grande arma-
zém e compra coisas diferentes. Quando
conta o seu dinheiro, nota que tem 37 fran-
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cos a menos do que tinha antes de receber
o dinheiro da av6, Quanto gastou?

Exemplo 8: O senhor Dupont é viajante
comercial. Conhega por descer ao longo do
vale do Loire, 35 km para Oeste; depois
parte para Este. Quando pira, encontra-se
a 47 km a Este do seu ponto de partida de
manhi. Qual é a distdncia percorrida du-
rante a segunda parte do seu trajecto?

Ora os mesmos alunos de 15 anos recebe-
ram um ensino sobre as relagdes de Chasles
em geometria que sio directamente perti-
nentes para o exemplo 8.

AC=AB+BC = BC=AC-—AB
AB = abs (B) —abs (A)

assim como um ensino de algebra que lhes
deveria permitir resolver qualquer equacao
da forma:

at+tAX=b=> X=b—a

Nio contando com a dificuldade que
existe em conceber plenamente as transfor-
magSes e as relacdes que estio implicadas
nos exemplos 7 e 8.

A descri¢ido de estadios gerais de desen-
volvimento, como os descritos por Piaget ou
por outros psicblogos do desenvolvimento
ndo permite compreender o desenvolvi-
mento das «competéncias-conhecimentos»
implicados nos problemas de subtraccio aci-
ma citados. Sdo necessarios modelos bastan-
te mais finos, directamente associados ao
contexto matematico dos problemas.

A primeira prioridade é, portanto, reco-
nhecer a variedade das classes de problemas
possiveis, de analisar com cuidado a sua es-
trutura e as operagdes de pensamento neces-
sirias para as tratar. Por exemplo, ndo é a
mesma operagio de pensamento inverter
uma transformagio directa (exemplo 3), en-
contrar um complemento (exemplo 2), ou
encontrar uma diferenca (exemplo 5). Tam-
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bém ndo é a mesma operagio, no exemplo
3, inverter a transformagdo

&)

| ——— |8
-l
-3

'8—3=5

ou formular uma hipGtese sobre o estado
inicial, e corrigi-la depois do ensaio.

+3
—_— 7

|
; 4+3=7

-
1 4
! isto nio da

o +3
S ,' _ > 8 5+3=8
- isto da

A evidéncia, estes dois «raciocinios» nao
tém a mesma forca; o segundo tem apenas
um valor local ¢ depende muito dos valores
numéricos tomados pelas varidveis. Os peque-
nos numeros inteiros, alguns ndmeros re-
dondos (300-800) permitem resolver certos
problemas através de procedimentos nio ca-
nénicos. Um meio possivel de levar os alu-
nos a pesquisar e dominar os procedimentos
com maior poder e concepgOes mais gerais,
é justamente mudar os valores numéricos, €
utilizar, por exemplo, niimeros grandes ou
nimeros decimais (Brousseau, 1981).

Evidentemente, que isto ndao € indepen-
dente do desenvolvimento cognitivo dos alu-
nos; e a descri¢io da complexidade relativa
dos problemas e dos procedimentos assenta
largamente sobre uma abordagem desenvol-
vimentalista (ou psicogenética) da aprendi-
zagem das matemadticas. E de salientar, ao
mesmo tempo, que esta descrigdo, para ter
sentido, ndo deve considerar um conjunto
restrito de problemas, nem um periodo
muito curto do desenvolvimento das crian-
¢as ou da escolaridade. Podemos encontrar,



com efeito, desniveis de varios anos entre
criancas para a mesma competéncia; e as
condutas observadas para um problema, s6
adquirem o seu sentido se as pudermos re-
portar a condutas observadas noutros pro-
blemas (da mesma categoria ou de categoria
diferente).

Existem fortes correlagGes, fortes hierar-
quias e também numerosas situagdes meta-
féricas no tratamento dos problemas numé-
ricos. E esta consideragio que me conduziu
a convicgdo que € necessdrio, para com-
preender o desenvolvimento e a apropriacao
dos conhecimentos, estudar conjuntos bas-
tante vastos de situagdes e conceitos ou seja
campos conceptuais. Estudar a aprendiza-
gem de um conceito isolado, ou de uma téc-
nica isolada, ndo tem sentido, praticamente.

Antes de explicar o que entendo por
«campo conceptualy e por «teorema em
acton», sobre o exemplo das estruturas aditi-
vas, queria concluir brevemente este pari-
grafo acerca do desenvolvimento.

A lentiddo do densenvolvimento dos co-
nhecimentos é perigososamente subestimada
pelos professores, pelos pais e pelos progra-
mas. Por exemplo, considera-se frequente-
mente que um capitulo de matematicas es-
tudado deve estar compreendido, pelo menos
por uma parte importante dos alunos, pelo
que no ano seguinte podemos consideri-lo
como adquirido. Todas as investigagdes em-
piricas mostram, pelo contrario, que sera
muito mais sensato voltar as mesmas coisas
ano apés ano indo um pouco mais profun-
damente, introduzindo situagdes cada vez
mais complexas contendo novos aspectos,
mais poderosos, de um mesmo conjunto de
conceitos, eventualmente um conceito novo.
As actividades de resolugiio do problema ou
do tratamento de novas situac¢des deveriam
ser largamente previligadas, uma vez que é
verdade que existem diferentes categorias de
problemas, e que apelam ao dominio de pro-
priedades diferentes de um mesmo conceito.
E um aspecto essencial para uma abordagem
desenvolvimentalista.

3. OS CONCEITOS.
DE «TEOREMA-EM-ACTO»
E DE «CAMPO CONCEPTUAL»

E largamente reconhecido, em educagio,
que a actividade dos alunos deve ser favo-
recida porque é o Unico meio que lhes per-
mite construir ou apropriar-se de um saber
operatério. No entanto, ndo se reconhece
em que é que esta acgdo em situacBo favo-
rece a formacdo do conceito. Neste ponto
falta-nos clarificar um problema tedrico es-
sencial,

Os matematicos e os professores sabem
em geral o que é um invariante: uma pro-
priedade ou uma relagdo que é conservada
sobre um certo conjunto de transformacio.
Por exemplo em geometria, a rotagdo e a
simetria conservam certas propriedades das
figuras, a homotetia nfo conserva as mes-
mas propriedades bem como a projecgio.
Mas os matematicos e os professores nem
sempre reconheceram o facto bem estabele-
cido pela psicologia cognitiva desenvolvi-
mentalista (e por Piaget em primeiro lugar)
que existem numerosos invariantes cuja
identificacdo pelas criangas da lugar a uma
laboriosa e progressiva construgio, enquanto
que o adulto ndo imagina que isso possa
constituir um problema.

Piaget, identifica o primeiro de alguns des-
tes invariantes e, nomeadamente, invarian-
tes espacidveis (Piaget, 1948) e invariantes
quantitativos (Piaget, 1941, 1978):

— o cardinal de uma colec¢io quando se
muda a disposi¢io espacial.

— a quantidade de sumo de laranja quan-
do se transfere de um copo largo para
um estreito.
etc....

Nio é evidente, para a crianca pequena, que
h4 mais sumo de laranja quando este sobe
mais alto (no copo estreito)?

Os invariantes constituem um tema ted6-
rico recorrente na obra de Piaget, e, este,
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por isso ndo reconheceu plenamente a im-
portdncia dos invariantes mais numerosos
em mateméticas e em fisica: os invariantes
relacionais. Por «invariante relacionaly, de-
signo uma relagdo que permanece inva-
riante para um conjunto de transformagdes
de operacdes ou de variagoes.

Tomemos um exemplo nas relagdes de pa-
rentesco: para uma crianga nio é facil per-
ceber a ideia que a relacido «filho de» é ver-
dadeira a0 mesmo tempo para ele e seu pai,
para ele e sua mie, o seu amigo Mathieu e
os pais de Mathieu, e até o sen proprio pai
e os seus avls: como é que o seu pai pode
ser a0 mesmo tempo pai e filho?

Problemas semelhantes sdo levantados pe-
las relagOes espaciais (atrds, a oeste de...),
as relagOes de ordem entre grandezas e entre
nimeros (maior que, multiplo de, n maior
que...} e por outras relacoes.

Ao lado destas relacGes binarias as crian-
¢as encontram, mesmo em idades precoces,
relagdes do mais alto nivel 16gico a que cha-
mamos normalmente teoremas: por exemplo
se Pedro nasceu antes de Janine e Janine
antes de Robert, Pierre nasceu antes de Ro-
bert; se Joél e André estio face a face, o
braco direito de Joél esta em frente do bracgo
esquerdo de André; se se conta uma colec-
¢do A e depois uma colec¢do B obtém-se o
mesmo resultado que se se contar a colec-
¢do B e depois a coleccio A.

A crianca encontra um grande ntmero
destes teoremas assim que actua sobre o real
e que resolve problemas no espago, no tem-
po, no dominio das quantidades e das gran-
dezas. Estes «teoremas-em-acto» nido sao,
evidentemente, expressos sob uma forma
matemdtica, nem mesmo as vezes sob qual-
quer outra forma. E por esta a razio que eu
os chamo «tecremas-em-acto». A maior
parte das vezes apenas tém uma validade
local para as criangas e sdo associados a cer-
tos valores de varidveis, constituindo isto
uma primeira base que podera ser alargada
em seguida.
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O fim essencial de uma analise cognitiva
das tarefas e das condutas é identificar tais
teoremas-em-acto, mesmo se isto nao for fa-
cil, e se ndo for facil de chegar a um acordo
sobre os critérios comportamentais destes
teoremas.

Tomemos o exemplo do terceiro exioma
da teoria da medida.

vX,Y m (X )=m(x) + m(y)

, dado que

a operagdo seja adequadamente escolhida.

No caso das quantidades discretas e dos
cardinais, este axioma torna-se

vX, Y card XUY)=card (X)+card (Y)

dado que a operacio de unidio seja uma

unido dijunta (XN Y=J). Um tal axioma
é utilizado necessariamente por uma crianga

quando, para pdr a mesa, conta as pessoas
que estdo na sala e as pessoas que estdo no
jardim, depois soma os dois ndmeros para
saber quantas pessoas ha ao todo. E um
procedimento mais econémico (e social-
mente mais aceite) que juntar todas as pes-
soas no jardim para contar o conjunto.

Realizaram-se numerosos trabalhos sobre
as primeiras aprendizagens da adigio que nos
mostram a emergéncia progressiva de tal
teorema-em-acto.

O procedimento que consiste em ndo con-
tar o todo quando se contou ja as partes,
mas a «antecipar a contagem» (counting on)
partindo do cardinal do primeiro conjunto
e contando tantas vezes quantas os elemen-
tos do segundo conjunto.

constitui uma etapa crucial no reconheci-
mento, pela crianga, da propriedade das
medidas acima enumeradas.



Este procedimento implica, de resto, um
outro teorema importante

+1 +1 ... +1
v m, n m—>  —> —> m+n
.n vezes

Este procedimento de «antecipar a con-
tagem» é uma etapa intermediaria decisiva
entre o procedimento que consiste em con-
tar o todo, e o procedimento que consiste

em adicionar m e n. Para mais detalhes
podemos reportarmo-nos a Fuson (1981).

Assim, ha muitos outros axiomas e teo-
remas implicados na construgdo do conceito
de nimero natural como medida de quanti-
dades discretas. Alguns destes sdo percebi-
dos e apropriados desde os 3 ou 4 anos de
idade, outros somente aos 6 ou 7 anos;
outros sio ainda dificeis para as criangas
de 9 anos.

2 Fh 3
quaisquer que sejam os objectos contados
3Tl 4
—>

. 2 —+?{> é equivalente a 2 j-l-c- -t1>

2 —+-§{> é equivalente a 2 il S o 4 il_..

n —+-2-i> é equivalente a n et S

m 'il—lb é equivalente a m L A1 1 (n vezes)
. 2 —+—§> é equivalente a S i?;

¢ o nimero de elementos de uma colec¢io nfo depende da sua disposi¢io

espaciavel (conservagio)

® card (A UB)== card (A) + card (B) (ver acima)

® A Cy>3 card (A) < card (B) (inclusdo)

Muitos outros teoremas podem ser iden-
tificados, sendo necessarios para resolver os
problemas de adicio ou de subtracgao como
os dos exemplos 1 a 8 mais acima. Sera
fastidioso enumeré-los mas s3o de uma
grande diversidade.

A paisagem das estrufuras aditivas & muito
mais complexa do que se espera através de
um breve olhar. O mesmo se verifica nas
estruturas multiplicativas (Vergnaud, 1983).

Isto resulta ao mesmo tempo que a diver-
sidade das situagbes de adigdo e de sub-
tracgdo, que a diversidade dos procedimen-

tos de tratamento e, veremos mais adiante,
que a diversidade das representacies simbo-
licas. Isto resulta também da muito progres-
siva e lentissima compreensdo, pelas crian-
cas, das propriedades das relagGes em jogo.

E esta diversidade que me levou a falar
de campo conceptual. Um conceito pode ser
definido, com efeito, como um triplet de
trés conjuntos (S, I, J):

S: o conjunto de situacdes que ddo sen-
tido ao conceito;
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I: o conjunto de invariantes que consti-
tuem as diferentes propriedades do
conceito;

J: o conjunto das representacGes simbd-
licas que podem ser utilizadas.

Abordarei, mais adiante, o problema das
representagdes simbolicas. Limitar-me-ei
aqui a trés consideragdes essenciais para a
compreensdo do que é um campo concep-
tual e as razbes pelas quais é necessario
estudar os tais campos € ndo os conceitos

isolados.

—Uma situagdo dada ndo pde, geral-
mente, em execucdo todas as proprie-
dades de um conceito. Se queremos
fazer os alunos encontrar todas estas
propriedades é preciso fazer, necessa-
riamente, referéncia a uma diversidade
de classes de problemas.

—Uma dada situagdo ndo pde habitual-
mente em jogo um Ynico conceito; a
sua anilise requer, a maior parte das
vezes, varios conceitos, e as dificulda-
des encontradas pelos alunos derivam,
em geral, de vérios conceitos. Por
exemplo, os problemas da adigio e de
subtracgdo podem implicar os concei-
tos de medida, de transformacao, de
comparagdo, de diferenca, de inversao,
de operagdo unéaria, de operagdo biné-
ria, de nimero natural, de nimero re-
lativo, de funcgdo, de abcissa e ainda
de outros.

— A formacio de um conceito, parti-
cularmente se o considerarmos através
das actividades de resolucdo de pro-
blema, cobre, em geral, um periodo
de tempo muito longo, com muitas
interacgdes e desniveis. Ndo se pode
compreender a significacdo dos erros
ou dos procedimentos de uma crianga
de 13 anos se ndo se conhece de que
maneira sio formadas as suas concep-
¢Oes e competéncias na idade de 8 ou
9 anos, ou mesmo de 4 ou 5 anos, €
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a maneira como estas concepgdes e
competéncias evoluiram através de uma
mistura de situacoes, de defini¢des, de
interpretacdes e de representagdes sim
bolicas. 7 -

E um facto que os alunos tentam dar
sentido as novas situa¢Ges e novos conceitos
aplicando, adaptando-os, os seus conheci-
mentos anteriores. Como poderiam fazer
de outro modo?

A consequéncia principal destes trés pon-
tos € que os psicélogos e os didacticos ndo
devem tomar como objecto de estudo objec-
tos muito pequenos, mas, pelo contrario,
campos conceptuais bastante largos. A falta
disto o risco maior é de ndo poder com-
preender o processo complexo e laborioso
pelo qual as criangas e os adolescentes domi-
nam (ou ndao dominam) as matemaéticas.

Um campo conceptual pode ser definido
como um conjunto de situacées cujo domi-
nio requer uma variedade de conceitos, de
procedimentos e de representagbes simbo-
licas em estreita conexao.

Esta definicio nfio se quer rigorosa; ela
reenvia muito mais para um conjunto de
situagOes que para um conjunto de concei-
tos. A descrigio de um campo conceptual
requer ac mesmo tempo a andlise das situa-
¢Oes (ou dos problemas), a andlise dos pro-
cedimentos de tratamento utilizados pelos
alunos, os propoésitos que tém e suas argu-
mentagdes, as representacdes simbolicas que
utilizam. O uso de uma representacao sim-
bolica pode ser uma ajuda eficaz, mesmo
crucial, podendo também dar lugar a gra-
ves erros de interpretagoes.

Mas antes de abordar a questdo das repre-
sentaches simbdlicas, é necessario fazer
ainda duas chamadas de atencio:

— O desenvolvimento dos conhecimentos
praticos e teéricos de uma crianga faz-se
através de campos conceptuais: alguns sdo
de ordem matematica (as estruturas aditi-
vas, as estruturas multiplicativas, o espa-
¢o...), outros sdo de ordem fisica (a dind-



mica, a electricidade...) ou econémica (as
compras e os precos, os ganhos e as per-
das...), outros sio de ordem logica (classifi-
cacOes, légica de proposicGes e operagdes
booleanas...). Estes campos conceptuais ndo
sdo independentes mas interagem entre eles.

— Os teoremas-em-acto evocados mais
atras englobam uma grande variedade de
contetidos e permitem avaliar e analisar,
de maneira rigorosa, os conhecimentos da
crianga: quais sio operatdrios e quais nao
sdo? Com efeito, é necessario sublinhar que
certos conhecimentos apreendidos e preten-
samente conhecidos dos alunos podem no
ser utilizdveis pelas criancas; teoremas que
nio sdo teoremas-em-acto. Ao contririo
existem conhecimentos operatdrios cons-
truidos espontaneamente pela crianga que
nunca tomam a forma de verdadeiros enun-
ciados: teoremas-em-acto que ndo sio teo-
remas. Um dos problemas do ensino e da
didactica € favorecer a transformagio dos
teoremas em teoremas-em-acto e reciproca-
mente.

4. A REPRESENTACAO
DAS RELACOES ENTRE
SIGNIFICADOS E SIGNIFICANTES

Recordemos, em primeiro lugar as prin-
cipais categorias de relagGes implicadas nas
estruturas aditivas. 4

Os esquemas utilizados no quadro I reme-
tem para simbolos diferentes, para a repre-
sentacdo das composi¢cdes bindrias, e para
transformacdes e comparagdes; o mesmo
para a representacio dos nimeros naturais
(medidas) e dos niimeros relativos (transfor-
magdes, comparagoes, dividas ou créditos,
abcissas...).

(ver Quadro I na pagina seguinte)

Os exemplos 1 a 8, propostos neste artigo,
ndo reenviam a nenhuma relagdo do tipo V
ou do tipo V1. N6s apenas abordamos, aqui,
uma parte das estruturas aditivas. O qua-

dro 1 mostra uma grande variedade de pro-
blemas, sobretudo se se considera que, para
cada relagiio, existem varias classes de pro-
blemas.

Tomemos a relagio II: ela d4 lugar a seis
classes de problemas dado que se procura
o estado final, a transformacio, e o estado
inicial, e dado que a transformacdo é posi-
tiva ou negativa. Quatro destes problemas
apelam para uma subtracg¢fo, os dois outros
para uma adicdo. Na relacdo IV, o nimero
de classes de problemas é muito maior por-
que o signo das transformacdes intervém
para cada uma dentre elas assim como 0
valor absoluto (para mais detalhes ver
Vergnaud, 1981).

A escolha de esquemas facilita a comuni-
cacdo, porque estes permitem distinguir ca-
sos que os alunos justamente consideram
como distintos. Uma representacio algé-
brica faz perder muita informagio porque
identifica sob o mesmo sinal (+, — =)
conceitos elementares relativamente dife-
rentes uns dos outros.

Enumeremos algumas das identifica¢cdes
pelas quais a algebra adquire a sua forca,
e confunde ao mesmo tempo objectos que,
muito frequentemente, permanecem dife-
rentes para os alunos.

— Identificacdo dos nlimeros naturais aos
inteiros positivos (mesma coisa para os
decimais ou os reais).

— Identificacio a4 mesma operacdo de
adicdo (representada pelo sinal +) da
soma de duas medidas, ¢ a aplicagdo
de uma transformacdo positiva, da
composicdo de duas transformacdes, €
a inverso de uma transformacdo ne-
gativa, etc...

— Identificagio a4 mesma operagdo de
subtrac¢do (representada pelo sinal —)
da aplicagio de uma transformacio
negativa, da diferenca entre medidas,
entre estados, entre transformacoes, da
inversio de uma transformagio posi-
tiva, etc...
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QUADRO 1

Principais relagGes aditivas

]

1 Composi¢ao de medidas

e

II Transformagio duma medida I Comparacio de medidas

O O O ®
TR O—0O
s O
O

1V Composigio de transformagoes V Transformagio VI Composigio de
duma relagio relacdes

Legenda:

medida: nimero sem signo

O transformac¢do ou relacdo: nimero com signo
icdo d tad estados-medidas
composigao de estados estados-relativos

—_— transformagio (mudanca de estado)

IY relagdo (entre estados)
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— Identificagdo de diferentes significagdes
do sinal de igualdade: é o mesmo que,
da como resultado, ¢ equivalente a.

Tudo isto é perfeitamente legitimo e ne-
cessario mas sob que condigdes, com que
explicacdes e a que nivel escolar?

A relagdo II é caracterizada por um
aspecto dindmico (transformacdo no tem-
po), a presenca de uma operacdo unria
positiva ou negativa, a presenca de uma
relagdo parte-todo entre estados. Estas sdo
duas situagBes relevantes da relagdo II que
estdo na origem das concepcOes primitivas
da crianga: a adigdo, é uma quantidade que
cresce, e a subtrac¢do é uma quantidade que
decresce (Starkey e Gelman, 1981). Pode-se,
portanto, esperar dificuldades assim que as
criangas tém que alargar a outras classes
de problemas e a outras relagdes as suas
concepgdes da adi¢io e da subtracgdo. Por
exemplo, as relacOes I e IT nao comportam
o aspecto temporal. A relacdo III ndo com-
porta a relagdo parte-todo.

Estas consideragdes tém relagdes estreitas
com o problema das representagSes simbd-
licas.

Tomemos ainda trés exemplos de proble-
mas:

Exemplo 9: Pierre tem 5 berlindes. Joga
uma partida com os amigos e ganha 7 ber-
lindes. Quantos berlindes tem agora?

Exemplo 10: Robert acaba de perder 7
berlindes. Tem agora 5 berlindes. Quantos
berlindes tinha ele antes de jogar?

Exemplo 12: Thierry acaba de jogar duas
partidas de berlindes. Na segunda partida
perdeu 7 berlindes. Quando conta os seus
berlindes, no fim, aperecebe-se que ganhou
5 berlindes. O que se passou na primeira
partida?

I interessante saber que o problema «Ro-
bert» é resolvido 1 a 2 anos mais tarde que
o problema «Pierre» e que o problema
«Thierry» tem 75 % de fracassos na sixiéme.
Isto pode-se explicar pelo facto de que o
problema «Pierre» consiste em encontrar

um estado final.

—_—

Pierre 5

enquanto que o problema «Robert» consiste
em encontrar um estado inicial

S

—_— S

e que o problema «Thierry» consiste em
encontrar uma transformacdo, no caso mais
complexo da composi¢do de duas transfor-
magoes sucessivas.

Representar estes trés problemas por
equacgdes e por diagramas de conjuntos pde
em evidéncia dificuldades muito desiguais.
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Por exemplo, pode-se representar o problema «Pierre» assim:

equagio S+ 7=
esquema 5 _F 7.{>

iagrama de conjunto

S5 7

Estas trés representacbes sdo aceitiveis e representam ao mesmo tempo o problema
€ o procedimento da resolucgdo.
O mesmo nao se passa para o problema «Robert».

Representacio Representacao
do problema da solugdo
—7=5  5+7=
— 7 + 7
PS5 S ——
NADA .
—
S " 7
Vé-se que a representacdo do problema A situagio é pior para o problema

«Robert» e a do procedimento de resolugdo
sdo diferentes. As criancas tém dificuldade
em representar simbolicamente o problema; problema sio uma equagio em Z

isto raramente lhes é ensinado. Por outro

lado o problema «Robert» nido pode ser x Tt (—T=(+595)
representado por um diagrama englobali-

zante, porque este simbolismo nfio permite e o esquema da composi¢do de transfor-
representar as transformacGes negativas. magdes

4 0,1 O -

«Thierry»: as representagdes correctas do

[

[
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a solugio que os alunos dio habitualmente

S+7=12

(quando eles a encontram). Nio tem nada
a ver com a representagdo do problema.
Tomemos um ultimo exemplo (exem-

plo 12):

Exemplo 12: Juliette jogou ao berlinde de
manh3 e de tarde. De manha ganhou 14
berlindes. De tarde perdeu 31 berlindes.
Quando conta os berlindes & noite, conta 23.
Quantos tinha ela de manha antes de jogar?

O esquema do problema é o seguinte:

<)

x| —>

——— > 1 23

Entre as solugGes dadas pelos alunos,rete-
nhamos as quatro seguintes:

A 3+31=54—-14=40

B 23+31=54
54—14=40
C 31—14=17+23=40
D 14—-31=17
17 4+ 23 = 40.

A solucdo A representa um tratamento
completamente aceitavel do problema: par-
tir do estado final, juntar o que tinha sido
perdido e separar os que foram ganhos.
Mas a escrita viola a simetria e a transiti-
vidade do sinal de igualdade.

A soluc¢do B n#o viola estas propriedades.
Ela pode ser considerada como melhor.
Mas, com efeito, é essencialmente o mesmo
procedimento que A. Como A, representa
o procedimento de resolugio e ndo o pro-
blema. O sinal de igualdade é provavel-
mente interpretado como o antncio do
resultado (isto d4...) e ndo como uma rela-
¢do de igualdade.

A solugio C leva a um outro comentario.
Ainda que viole também a simetria e a
transitividade do sinal de igualdade este
procedimento assenta sobre um raciocinio
diferente das solucdes A e B: primeiro
compdem-se as transformacGes e aplica-se
depois o inverso da transformacdo encon-
trando assim o estado final.

A solucdo D que repousa sobre o mesmo
raciocinio que C, revela uma nova falta ao
nivel da escrita: 14—31 = 17. Mas esta
falta assenta de facto sobre a pesquisa da
diferenca entre uma transformagio positiva
(+ 14) e uma transformagio negativa
(— 31). Tera, o aluno, direito de ficar con-
tente com a sua solugio?

Vemos, assim, que existem muitas fontes
de desniveis entre significantes e significa-
dos nas estruturas aditivas. Alguns sistemas
simbolicos ndo permitem representar todos
os problemas, ou ndo permitem distinguir
entre a representacio dos problemas e a
representacdo das solucGes. Enfim, alguns
sistemas simbolicos veiculam significa¢Ges
matemadticas standard. Como ajudar os alu-
nos a preencher estas lacunas?

5. CONCLUSAO

A conclusdo sera breve. A andlise precisa
dos contetidos conceptuais dos problemas de
adicio e de subtrac¢io leva a distinguir
varias relacdes muito diferentes umas das
outras, ¢ uma grande diversidade de pro-
blemas, de procedimentos, de representagSes
simbdlicas.

O desenvolvimento das concepgles € das
competéncias da crianca é um percurso
complexo através deste conjunto. Para per-
ceber tal percurso é preciso analisar, em
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detalhe, as condutas dos alunos em situagdo,
as suas formulagdes, os seus procedimentos,
os afastamentos entre as exigéncias do pro-
fessor e as tentativas dos alunos.

A paisagem das estruturas aditivas é com-
plexa: as dificuldades encontradas pelos alu-
nos ao nivel do «Collége» e mesmo do liceu
sio testemunha disso. O percurso neste
campo conceptual macico comporta muitas
metaforas, incompreensdes ¢ mal entendi-
dos, e estranhas relagdes entre significantes
e significados que se ligam desde a escola
primaria. Se os actos contam mais que as
palavras e que os escritos, é necessario dar
uma grande importincia aos teoremas-em-
-acto descobertos ou compreendidos intuiti-
vamente pelas criancas em situacdo. Mas
ndo se explica sem recorrer a palavras € a
sinais sobre o papel; as ciladas s3o inimeras,
e reenviam-nas para as multiplas significa-
¢Oes da adigdo e da subtraccdo. Como po-
dem os professores ndo estarem prevenidos?
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