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RESUMO

O interesse pela investigagdo da aprendizagem em Matematica tem
vindo a aumentar nas ultimas décadas, a0 mesmo tempo que ocorrem mudangas
nas sociedades industrializadas. Na realidade, a sociedade industrial tem vindo
a dar lugar 4 sociedade da informagdo, o que naturalmente exige a defini¢o de
novos objectivos para a educagdo. E neste contexto que se propde uma outra
visdo sobre a alfabetizacdio matematica, acentuando-se ndo s6 a necessidade de
enfatizar determinados contetidos mas e, ainda, que se modifiquem capacidades
e processos que os alunos devem desenvolver. Tentando dar resposta a essa
necessidade, nos ultimos vinte anos, comega a surgir uma colaboragio mais
estreita entre psicologos educacionais e educadores matematicos, destacando-se
um novo campo de estudo, a Psicologia da Educa¢do Matematica.

Em Portugal, o insucesso em Matematica que, como se sabe, tem vindo
a condicionar as opgdes vocacionais que os alunos fazem no final da
escolaridade obrigatoria, ¢ uma questdo que preocupa professores e psic6logos.
Considero que a colaboracfo entre uns e outros é fundamental, mas apesar de
ter aumentado est4 ainda longe daquilo que seria desejavel.

A grande finalidade deste estudo é compreender como funciona o
pensamento dos sujeitos quando estes sdo postos a resolver situagdes ligadas a
Matematica, em particular, aos nimeros racionais. Mais especificamente os
objectivos sdo os seguintes: investigar a capacidade do(s) aluno(s) para
compreender o conceito de fracgSo, o conceito de unidade em situagdes
relativas aos nimeros racionais, a adicfio de fracgBes, a nogéo de equivaléncia
de fraccdes e ainda a capacidade para lidar com situagdes que envolvem o
conceito de proporcionalidade.

O trabalho foi realizado com alunos do 6° ano de escolaridade,
constituindo dois grupos - alunos com bom desempenho e alunos com mau
desempenho - provenientes de trés turmas de escolas de Lisboa. As entrevistas
decorreram em contexto escolar, j4 que se trata de uma investigagdo sobre
aprendizagens escolares e, nesse sentido, é fundamental uma ligagéo as praticas
dos professores. De facto, o objectivo ultimo deste estudo ¢ contribuir para
mudancas fundamentadas de praticas pedagogicas e, deste modo, facilitar o
sucesso escolar em Matematica.
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A andlise de dados quantitativos, traduzidos em percentagem de
respostas certas, permite verificar que ha diferengas no desempenho das
diversas componentes dos nimeros racionais estudadas, que o conceito ratio
funciona como um elemento discriminatério em termos de idade e que os
contextos concretos das tarefas sdo facilitadores da resolucdo, fazendo emergir
outras estratégias, relativamente aos contextos abstractos. Os alunos com mau
desempenho recorrem com maior frequéncia ao uso de materiais manipulativos
e a representacdo grafica do que os alunos com bom desempenho que preferem
a representacdo matematica. Em termos gerais, as principais dificuldades
conceptuais observadas reenviam para a transposicdo de concepc¢des sobre os
nimeros inteiros para os nimeros racionais, para a incompreensdo da rela¢do
parte-todo, para o ndo reconhecimento da unidade de referéncia e ainda a
dificuldade em ter em conta o sentido da co-variacio.

Os resultados deste estudo ddo-nos indicagdes sobre 0 modo como os
alunos compreendem, dum modo geral, os nimeros racionais. No entanto, a
complexidade destes conduz, por um lado, a necessidade de estudar outras
componentes nfo abordadas neste estudo e, por outro, € importante
aprofundar, através de analises qualitativas mais finas, o funcionamento
cognitivo e sdcio-cognitivo dos alunos que revelaram, ainda, muitas
dificuldades em lidar com os niimeros racionais.

Este estudo que abre novas perspectivas de investigaco, torna possivel a
elaboragdo de estratégias de ensino facilitadoras de aprendizagens matematicas,
contribuindo assim para a introdu¢fio de praticas inovadoras que conduzam a
uma melhor apropriacdo de saberes por parte dos alunos.
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"Toute la formation du maitre, tout son
effort doivent tendre a lui donner une
meilleure connaissance de I'enfant et a lui
permettre d'ajuster en permanence les
modalités de son action pédagogique".
Vergnaud (1981)

CAPITULO 1
INTRODUCAO

Desde os anos 70 que tem vindo a aumentar o interesse pela investigagdo
da aprendizagem em Matematica. Weil-Barais & Vergnaud (1990)
argumentam que o interesse pelos campos cientificos (matematica, fisica) ocorre
ao mesmo tempo que as sociedades industrializadas atravessam um periodo de
crise ¢ a mudanga tem conduzido ao desenvolvimento de novos programas de
investigacdo interdisciplinares nestas 4reas.

Na realidade como se acentua nas "Normas para o Curriculo ¢ a
Avaliagio em Matematica Escolar" do National Council of Teachers of
Mathematics, os paises industrializados tém vindo a experimentar a mudanga
de uma sociedade industrial para uma sociedade da informagio o que conduz a
necessidade de novos objectivos da educagdo. Neste sentido propde-se uma nova
visdo da alfabetizagio matematica e sublinha-se que se alteraram ndo sé os
aspectos da matematica a transmitir aos alunos mas ainda os conceitos ¢
processos que eles devem dominar.

Em Portugal a comunidade dos Educadores Matematicos,
particularmente através da Associagio dos Professores de Matematica tem
influenciado as decisdes tomadas sobre o ensino da Matematica. Como exemplo
aponte-se a andlise e discussdo realizada em 1988, aquando da reforma
curricular, sobre a renovagio do curriculo de matematica e que se traduziu na
publicagdio de varios documentos onde se equacionam os grandes objectivos
para o ensino da Matematica nos préximos anos.

Por outro lado, o elevado insucesso em Matemética tem conduzido ao
questionamento das metodologias de ensino ¢ alertado para a necessidade de se
considerarem as convicgdes/crengas que os alunos tém sobre a propria disciplina
e que levam muitas vezes a uma perda de confianga nas suas




proprias capacidades. E interessante verificar como os novos programas do 2°
ciclo procuram reflectir esse aspecto ao introduzir a necessidade dos
professores avaliarem "a atitude dos alunos em relagio a matematica, em
particular a sua confianga em fazer matematica", bem como "a cooperagdo do
trabalho de grupo".

No que diz respeito aos programas de Matematica assumem-se como
finalidades para o ensino basico (1°, 2° e 3° ciclo) o desenvolvimento das
capacidades de comunicagdo, de raciocinio e de resolugdo de problemas.

Reconhece-se que ha uma tomada de consciéncia cada vez maior sobre
a importancia de encarar estas questdes como se pode verificar através do
numero crescente de investigagdes que se tém vindo a realizar nestas areas. No
entanto, parece que nem sempre as conclusdes desses estudos tém a
oportunidade de serem aceites e introduzidas na pratica pedagégica numa
tentativa séria de alterar o "estado de coisas" em Matematica.

Um aspecto que tem sido estudado pela Psicologia Educacional, na
investigacdo sobre a aquisi¢do de conhecimentos matematicos, refere-se aos
hiatos (gaps) que existem entre os invariantes do sujeito, construidos na sua
interacgdo com o meio, e os invariantes que constituem o conhecimento
matematico. Segundo Vergnaud (1990) é fundamental conhecer mais sobre
esses invariantes, especialmente se resistem a intervengdo do ensino, uma vez
que tal conhecimento tornaria possivel a determinagdo correcta dos obsticulos
cognitivos que os sujeitos teriam de ultrapassar.

As investigagBes em concepgdes permitem um conhecimento mais
aprofundado das dificuldades reais que a aprendizagem de um dado conceito
coloca. Com o estudo das concepgdes dos alunos pretende-se apontar as
dificuldades e descontinuidades nos seus processos de pensamento quando
abordam os conceitos desenvolvidos no campo da matematica e determinar em
que medida concepgdes anteriores podem ser usadas para gerar novas
concepgdes (Vergnaud,1990). Dai ter-se estruturado o presente trabalho de
investigagio como mais uma tentativa centrada nas ideias dos alunos sobre os
niimeros racionais, assunto integrado nos programas do 2° ciclo e cuja
abordagem constitui, sem davida, um dos temas mais polémicos dos curricula
do ensino basico de Matematica. A investigagdo desenvolveu-se tendo por
finalidades:

1. Determinar que diferengas existem na compreensdo de diversas
componentes do conceito de niimero racional.

2. Detectar se a idade tem influéncia na compreensdo de diversas
“interpreta¢des do conceito de nimero racional




3. Averiguar se contextos diferentes de apresentacdo das tarefas
influenciam o desempenho.

4. Pesquisar as concepgdes erroneas (misconceptions) relativas ao
conceito de nimero racional, atendendo as diversas componentes estudadas.

Neste capitulo, faz-se a apresentagdo do contexto do estudo, de seguida
enunciam-se as questdes exploratorias que conduziram a investigacio e
finalmente apontam-se algumas razdes que justificam a pertinéncia deste
trabalho.

1.1 CONTEXTO DO ESTUDO

Nas duas ultimas décadas tem aumentado o interesse pela investigagéo
da aprendizagem em Matemética e a andlise de tarefas mateméticas tem vindo a
interessar cada vez mais os psic6logos educacionais. |

Até aos anos 70 o debate acerca do conhecimento matemético foi
conduzido entre matematicos e educadores mateméticos e referia-se
essencialmente ao contetdo e métodos de ensino. Nos ultimos anos a discussdo
foi alargada aos psicologos educacionais, particularmente aos cognitivistas. No
dialogo havido entre uns e outros ressalta uma grande preocupagfo sobre o que
significa compreender matemética e procura-se identificar teoricamente
diferentes espécies de compreensdo.

A investigacio tem usado os métodos da psicologia na andlise do
conhecimento matematico e numerosos estudos tém procurado analisar os
processos cognitivos envolvidos na matematica.

E particularmente no seio do International Group for the Psychology of
Mathematics Education (IGPME), reunido pela primeira vez em 1976, na
Alemanha, (cuja conferéncia foi realizada em 1994 em Portugal) que aquela
discussdo tem tido lugar. Naturalmente que os trabalhos de Piaget, sobre o
crescimento do pensamento 16gico e matematico, exerceram forte influéncia na
aproximacio da Psicologia e da Educagio Matematica e na criagdo do IGPME.

Em Portugal, no final dos anos sessenta por iniciativa de Sebastifo e
Silva, no Centro de Investigagio Pedagégica da Fundagdo Calouste Gulbenkian
um grupo de professores procura produzir materiais para o ensino primario,
numa perspectiva piagetiana. E contudo em 1990, com o projecto coordenado
por Leandro de Almeida e direc¢io de Ana Paula Mourdo e




Antoénio Barros Oliveira, em que se tenta explicar o insucesso em Matematica
e se organiza e avalia um programa de intervengdo, que se estabelece uma real
e efectiva colaboragdo entre a Psicologia Educacional e a Educagio
Matematica.

Na realidade, a interligacdo entre a investigagdo em Educagio
Matematica e a Psicologia é muito menor do que na maioria dos paises (Ponte,
1993). Este autor considera que a fragilidade desta relagdo tem sido um
elemento empobrecedor do progresso da investiga¢do nesta area.

Refira-se e, apenas, como exemplo que no Reino Unido em 1971
Richard Stemp edita um livro cujo titulo The Psychology of Learning
Mathematics traduz a interligagio entre as duas disciplinas. Mais recentemente
o estudo Concepts in Mathematics and Science project (CSMS) reflecte bem a
influéncia que a psicologia cognitiva tem tido na investigagdo sobre a
aprendizagem da Matematica (Brown, 1992).

Em Franga, nos Wltimos anos, tém-se revelado extremamente
importantes, para o desenvolvimento das investigagdes sobre a aprendizagem e
o ensino da Matematica, as contribui¢des da epistemologia genética de Piaget,
da nogdo de obsticulo e da escola de Genebra de Psicologia Social (Artigue &
Douady, 1986). Devem salientar-se aqui as reflexdes teéricas de Vergnaud,
ndo sé a nivel dos saberes ensinados, onde introduz a nogfo de campo
conceptual, mas também a nivel do sujeito que aprende, tendo criado a nogdo
de teorema-em-ac¢do para designar as propriedades das relagdes que a crianga
vai construindo a medida que resolve problemas e que nem sempre € capaz de
as explicitar ou justificar.

Neste interface de colaboragio entre a Psicologia e a Educagdo
Matematica, as questdes a investigar sdo as mais diversas: estudar o
desenvolvimento cognitivo, definir objectivos cognitivos para a educagio,
estabelecer hierarquias de aprendizagem com vista a estruturar o curriculo e
conceber instrumentos de diagnostico para os professores (Streenfland, 1986).

Numa outra dimensdo interessa aos investigadores responder a
questdes, tais como: Como distinguir e reconhecer obsticulos
epistemolégicos? Como ter em conta esses obsticulos? Em que medida se
deve fazer? Como ajudar a ultrapassar o obstaculo? Em que medida, em que
condigdes, as interacgdes podem ser geradoras de mudanga? (Bednarz &
Garnier, 1989).

No quadro dos campos conceptuais interessa colocar as seguintes
questdes: Quais sdo os aspectos mais facilmente compreendidos pelos alunos?
Que grandes etapas se podem observar? Quais sdo as dificuldades mais




duraveis? Como caracterizar essas diferentes dificuldades? Ha obstaculos
epistemoldgicos claramente identificaveis? (Vergnaud, 1989).

Para responder a estas e outras questdes os educadores t€ém cada vez
mais consciéncia da necessidade de uma abordagem muitidisciplinar para o
ensino da matematica que envolva varias disciplinas como a Psicologia, a
Epistemologia, a Linguistica, a Antropologia e as Ciéncias da Educacéo.

Perante a situagdo de escolher a problemdtica a desenvolver no dmbito
do Mestrado em Psicologia Educacional tornou-se claro para a autora que as
questdes a investigar deviam estar relacionadas com a construgdo dos saberes
e, em particular, a aquisi¢do de conhecimentos matematicos. Este interesse
resulta do facto de, ao leccionar Matematica, ter verificado como € alarmante o
insucesso e, como parece tantas vezes dificil para os alunos compreender
matematica.

Entende-se que compreender um assunto envolve muito mais do que
aprender com compreensio o conteudo basico. Na realidade, o que se pretende
significar quando se fala em compreender? Comprender para uma crianga, ¢
estabelecer e tornar a ligar sob a sua propria responsabilidade fenémenos ou
factos deixados independentes, por sua vez, pelo professor, pela situagdo, pela
sua linguagem e pelos conhecimentos aprendidos (Brosseau, 1989).

Quando se ensina Matematica é muito importante distinguir entre a
compreensdo ¢ a representagido da compreensdo. Muitos avangos em
Matematica resultaram da criagdo de representagdes que se revelaram habeis,
como a nota¢do decimal, e que inicialmente funcionaram como modelos
externos de ideias que ja eram conhecidas (Behr, Lesh, Post & Silver, 1983).

Estudos recentes no 4Ambito do desenvolvimento da cognigdo
matematica, efectuados em diversos ambientes culturais, apontam para a
necessidade de se considerar a Matematica como uma forma cultural de
conhecimento. Neste sentido, como afirma Abreu (1993) o desenvolvimento
da cogni¢do matematica deve ser encarado em termos de conhecimento e de
valores. Estas concepgdes sdo consistentes com as ideias de Perret-Clermont e
Brossard (1988) e Doise (1988), segundo os quais a cogni¢do € um processo
influenciado socio-culturalmente, ndo sendo independente do contexto e da
cultura.

Na éarea da Matematica, os numeros racionais constituem um dos
topicos em relaco aos quais o seu ensino e aprendizagem se tem revelado, ao
longo dos tempos, uma frustagio para professores e alunos.

A importincia do seu estudo releva de trés perspectivas diferentes:
numa perspectiva pratica, na medida em que a capacidade para tratar com este



;0 facilita a compreensdo e permite lidar com muitas situages praticas;

serspectiva psicologica porque constituem um vasto campo no qual as

is podem desenvolver e alargar as estruturas mentais necessarias ao

olvimento intelectual e numa perspectiva matematica porque a sua
compreensdo forma as bases nas quais se apoiam as opera¢es algébricas mais
tarde estudadas (Behr et al., 1983).

A data a que esta investigagio se realizou o ensino dos niimeros
racionais era introduzido nos Programas do 2° ciclo do Ensino Bésico,
iniciando-se a sua abordagem através do conceito de frac¢éo. De facto, € pouco
realcada a relagio das fracgBes com conceitos afins, como as fracgdes
decimais, as percentagens, os ratios e as escalas. Por outro lado, enfatizavam-se
as praticas com fracgdes, a comparagéo e a ordenagdo de fracgdes, a aplicacdo
das regras algoritmicas, mais do que a compreensdo do conceito. Usavam-se
como modelos na visualizacfio de frac¢des o rectangulo, o circulo e, em menor
escala, a recta numérica. :

Numa breve revisio sobre o ensino das frac¢des, Streefland (1982)
menciona outras abordagens que foram sendo mais ou menos enfatizadas ao
longo dos anos 60 e 70, salientando a importncia atribuida a equivaléncia de
fraccSes, no comego dos anos 70 e, poucos anos antes, a fraccdo como
operador (baseava-se na interpretagio dos nimeros naturais como rmappings
que ampliavam ou diminuiam e a composigéio das duas espécies de mappings
conduzia a fracgdes). De qualquer modo, o ponto de partida era a fracgéo e
considerava-se secundariamente a frac¢io como ratio, isto €, como uma relacdo
entre uma parte e o todo de uma certa grandeza, em que as subdivisdes eram
relacionadas com a unidade envolvida. Caracterizando o ensino das fracgdes,
nesse periodo, Streenfland assinala os seguintes aspectos: 1) auséncia de
contextos significativos, quer como fonte quer como dominio de aplicagdo; 2)o
uso isolado de modelos e padrdes; 3) a pouca atengdo a conexdes conceptuais
com dominios afins como as frac¢des decimais, ratios, escalas e percentagens,
(segundo Vergnaud, 1981, citado pelo autor); 4) a importdncia atribuida aos
algoritmos.

No dominio das investigagdes realizadas pela Universidade de
Michigan, de 1968 a 1975, Payne (1976) na reviséo que faz refere uma
incidéncia das diversas abordagens nos algoritmos com fracgdes e no uso de
materiais manipulativos. Assim, surgem estudos que comparam diferentes
abordagens sobre a divisdo de fracgBes, como os realizados em 1968 por
Bidwell; sobre a multiplicagiio de fracgdes e sobre a utilizagdo de diagramas ou
materiais manipulativos, estudos efectuados em 1969 por Greer; sobre



diferentes sequéncias envolvendo frac¢des equivalentes e dois tipos de
materiais, como os de Bohan, em 1970 e ainda os estudos de Coburn, em 1973,
sobre uma abordagem as fracgOes equivalentes envolvendo o ratio ou usando
regides. Na realidade, havia a preocupagfo de identificar as maiores ou
menores dificuldades dos alunos em cada uma destas investigagdes, mas a
énfase era colocada na comparagio de diferentes algoritmos para uma dada
operagdo com fracgdes.

Ainda segundo Payne, de 1973 a 1975, salienta-se o estudo Initial
Fraction Concepts, Symbols and Language (IFS) (Galloway, 1975;
Muangnapoe, 1975; Payne, et al., 1974; Williams, 1975), em que se observa ja
uma preocupagdo com o que a crianca estd a aprender tendo em conta uma
determinada sequéncia de ensino. Para isto contribuiu o trabalho de Bloom
sobre a mestria para a aprendizagem e o de Greeno sobre a resolu¢do de
problemas usando modelos de processamento de informag&o. Greeno participou
mesmo no ensino e no desenvolvimento do projecto e elaborou uma estrutura
psicologica para a investigagdo de fracgdes, cujas ideias principais se podem
resumir do seguinte modo:

- conceitos quantitativos s3o procedimentos para trabalhar com
grandezas representadas espacialmente (sugerindo entio um conjunto de
imagens e palavras como "regides" e "congruéncia" a usar no projecto IFS),
isto &, o conceito de quantidade fraccional poderia ser ensinado como um
conjunto de procedimentos para manipular a grandeza espacial;

- a representagio espacial € uma componente importante da resolugo de
problemas;

- 0 processo de obter frac¢des equivalentes, usando regides e diagramas,
¢ descrito como um processamento espacial, defendendo que o procedimento
de multiplicar/dividir numeradores e denominadores pelo mesmo numero
conduz a um diferente conceito de frac¢do equivalente, isto €, € visto como
sendo uma diferente estrutura cognitiva;

- ha uma relacdo entre algumas rotinas de processamento espacial e uma
rede de conceitos primariamente verbais; esta relacdo entre representacdo
espacial e regras verbais para o célculo podem existir na memoria semantica.

Assumindo a complexidade inerente ao conceito de fracgdo, outros
autores defendem a necessidade de identificar caracteristicas que possam ser
ensinadas nos primeiros anos de escolaridade. Assim, Novillis (1976),
baseando-se nas concep¢des de Gagné sobre o desenvolvimento de uma
hierarquia de conceitos e apés analisar o conceito de fracgdo, parte de um



conjunto de subconceitos complexos e relacionados e propde uma hierarquia a
que chamou A Hierarchy of Selected Subconcepts of the Fraction concept
(HSSFC), descrevendo o comportamento associado a cada conceito.

Como argumenta Kieren (1976), para compreender os numeros racionais
¢ necessario ter uma experiéncia adequada com as suas muitas interpretacdes e,
de facto, muitos materiais escolares tratam apenas os nimeros racionais como
objectos de calculo. Os aspectos algébricos das operacdes com racionais s3o
pouco enfatizados mas, no entanto, a crian¢a tem de lidar com a nogdo de
equivaléncia, ¢ confrontada com uma operagdo "+", ndo de um modo natural
mas por razdes axiomaticas, com um sistema em que "+" e "x" s3o duas
operagdes bem diferentes (respectivamente analogas adicionar comprimentos e
4 composicio de fungdes) e tem ainda de trabalhar com determinadas
propriedades, nomeadamente a nogéo de inverso.

Procurando classificar as diversas interpretagdes dos nimeros racionais
Kieren (1976) introduz a ideia de que estes consistem em varios constructos
(fracgOes, fraccdes decimais, classes equivalentes’ de fracgdes, ratio,
operadores, medidas ou pontos numa recta numérica e elementos de um campo
quociente) e defende que a compreensdo do conceito de numero racional
depende da compreensio de todos esses constructos. Mais recentemente Kieren
(1980a) assume que um completo desenvolvimento do conceito implica a
compreensdo de quatro subconstructos: medida, quociente, ratio e operador
multiplicativo.

Behr et al. (1983) retomam essa classificagio propondo alteracdes e
aceitam a nog3o de particdio e o subconstructo parte-todo dos niimeros racionais
como basicos na aprendizagem dos outros constructos. Segundo os autores, um
aluno que compreende fracgdes significa, em parte, que € capaz de expressar as
ideias de fraccio, apresentadas numa regido circular, usando regiGes
rectangulares ou usando simbolos escritos.

No sentido de contribuir para a compreensdo do desenvolvimento dos
modelos conceptuais das criangas, na aprendizagem dos nimeros racionais,
Behr et al. (1983) propdem uma estrutura tedrica, que sera descrita no capitulo
2 deste estudo.

Muitas situagdes didacticas sfo conceptualmente pluridimensionais.
Vergnaud que procura classificar problemas e nfo conceitos afirma que para
resolver problemas os alunos precisam, no seu quotidiano de usar muitas vezes
topicos logicamente distintos mas psicologicamente interdependentes. No
sentido de enquadrar as investigagBes relativas a actividades cognitivas
complexas, o autor propde a teoria dos campos conceptuais, considerando as



estruturas multiplicativas como um dos campos. Essas estruturas implicam
multiplica¢Bes e divisbes e, nesse sentido, € possivel integrar o conceito de
frac¢do, de ratio e os numeros racionais.

Ohlsson (1987) considera os nimeros racionais numa perspectiva
semantica, elabora uma estrutura para explicar os significados dos conceitos
nesse campo e ressalta as relagdes semadnticas entre eles. Comega por
considerar um par ordenado de niimeros inteiros que podem ser interpretados
como quantidades ou como pardmetros em operagdes, isto €, 0 nimero de vezes
que pode ser repetido. Este autor identifica quatro interpretagdes de frac¢des (o
simbolo na forma x/y): fungfo quociente, numero racional, um vector bindrio e
uma espécie particular de composicio de fungdes. A interpretagdo quociente de
x/y como numero racional é identificada com duas aplica¢des - fracgbes e
medidas. Neste caso a aplicagfo fracgio é semelhante & nogdo parte-todo mas a
aplicacio medida é diferente do conceito de medida do numero racional no
sentido de Kieren (1976) ou Behr et al. (1983). As aplicagdes da interpretagdo
vector binario sfo: a) ratio como comparagdo de duas qﬁantidades - quantidade
intensiva; b) ratio entre quantidades para diferentes espagos de medida, como a
densidade; c) rate, o ratio em que a quantidade referente é o tempo; d)
proporgdo que adapta o conceito parte-todo da fracgdo quando as partes s3o
usadas na forma composta (ex: 3/4 de uma pizza é visto como uma fatia igual
em tamanho a trés fatias de 1/4).

Esta perspectiva, segundo Behr, Harel, Post & Lesh (1992), ndo
acrescenta nada de novo as anteriores e a interpretagdo de x/y como composi¢do
de funcdes corresponderia a interpretacdo do niimero racional como operador
(segundo Kieren, 1976).

Hart (1981, 1984) tem desenvolvido varios estudos sobre topicos
mateméticos ensinados nas escolas secundarias ingleses, numa perspectiva de
desenvolvimento curricular. Entre esses assuntos, as frac¢Oes, o ratio e a
proporgio foram estudados através da aplicagdo de testes em larga escala, em
que se analisaram os erros e os métodos usados pelas criangas para resolverem
os problemas. Assim, foi possivel definir grupos e niveis de compreensdo e
estabelecer hierarquias em cada um dos tGpicos. Por exemplo, para o estidio 1
(criangas de 12-13 anos), que inclui os niveis mais faceis de muitos dos topicos,
sdo apresentadas as seguintes questdes relativamente a fracgdes:

1. Pinta dois tergos




2. Que fracgdo esta sombreada?

b

3 2
3. Numa padaria Py de farinha € usada no fabrico de pao e 'y de farinha € usada

para bolos. Que fracgio de farinha foi usada?

Segundo Hart (1981), estas questdes testam a compreenséo da notagdo
usada em fracgdes e as primeiras ideias sobre a sua adi¢do. Ao conhecimento
dos numeros inteiros junta-se agora a nog¢do de parte-todo.

Em relacdo ao conceito de ratio e propor¢do no estddio 1 as questdes
referem os ratios 2:1 e 3:1 e a crianga deve ser capaz de determinar "metade
de" ou o "dobro de". Num dos problemas que envolve um recipiente para oito
pessoas é pedido para calcular as quantidades de ingredientes para quatro
pessoas. Outra questio refere-se a tarefa que Piaget utilizou no estudo do
raciocinio proporcional e que consiste em determinar a quantidade de alimento
que é necessario dar a enguias de comprimentos diferentes, sendo que essa
quantidade é proporcional ao comprimento da enguia. A versdo descrita por
Hart tem duas formas:

1 - objectos discretos e enguias com o comprimento na relagéo 1:2:3

2 - quantidade continua e enguias com o comprimento na relagéio 2:3:5

1. Ha 3 enguias A, B e C no aquario do Zoo.

15cm

10 cm

5cm

C

As enguias sdo alimentadas até ficarem fartas com arenques e o nimero depende do
seu comprimento. Se C € alimentado com dois arenques, quantos arenques s30 necessarios para

as enguias A e B ficarem fartas?
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Se B come 12 arenques, quantos arenques sdo necessarios para alimentar A?

Se A obtém 9 arenques, quantos arenques sio precisos para alimentar B?

Apés a realizagio deste levantamento sobre as principais investigagdes e
conceptualizagdes dos numeros racionais € possivel, ndo sé verificar que ha
diferentes perspectivas, mas ainda concluir pela importancia de que se reveste o
seu estudo. Se, como afirma Behr et al. (1992) essa abordagem multidisciplinar
revela vigor, também & verdade que essa diversidade tem criado dificuldades na
comunicagao.

Com a presente investigacdo pretende-se conhecer obstaculos ao nivel da
construgiio do conceito de numero racional, apoiando-se para isso na andlise das
produgdes dos aprendentes e das concepgdes subjacentes. A escolha deste
conceito decorre das muitas dificuldades manifestadas na sua aprendizagem,
como os professores do 2° ciclo afirmam, constituindo, por isso, um problema
em didactica da matematica. Como referem Behr et al. (1992) se ha consenso
no que diz respeito aos obstdculos que a aprendizagem do conceito de numero
racional provoca, o mesmo n#o se pode dizer em relagio ao modo como se pode
facilitar essa aprendizagem.

Trata-se de um primeiro estudo sobre desenvolvimento cognitivo
realizado com criangas portuguesas, que tem como objecto de estudo os
nimeros racionais. As duas investigagSes anteriores (Amaro, 1983) e
(Fernandes, 1990) realizadas no dominio dos numeros racionais comparam
métodos de ensino diferenciados.

De entre os diversos estudos que abordam os niimeros racionais sdo de
realcar os de Kieren (1976), de Noelting (1980) sobre a nogéio de ratio, de
Behr, Lesh, Post & Silver (1983), de Hart (1981) e de Vergnaud (1983). Neste
sentido, constituem um quadro de referéncia nas andlises dos resultados e sio
desenvolvidos no capitulo 2 -" O Megaconceito Numero Racional”.

Porque o objectivo principal deste estudo é compreender melhor o
funcionamento cognitivo das criangas, na situagio de aprendizagem em
Matematica, adoptou-se como referéncia tedrica a perspectiva dos campos
conceptuais que atribui um papel primordial aos conceitos, procurando
conhecer os aspectos mais facilmente compreendidos pelos alunos e as
dificuldades mais duraveis. Neste sentido, esteve ainda presente a problematica
das nogdes de obstaculo epistemologico e conceptual.

11



1.2 QUESTOES DO ESTUDO

A 1investigagdo foi realizada com alunos do 2° ciclo do ensino basico,
divididos em dois grupos, seleccionados em trés escolas da area de Lisboa e
teve como ponto de partida as questdes de estudo que a seguir se enunciam:

Questio 1- H4 diferencas na realizagio média dos alunos, com bom
desempenho e com mau desempenho, em tarefas que envolvem cada um dos
subconstructos?

Questdo 2- O contexto concreto ¢ facilitador da resolucéo da tarefa? Os
alunos com mau desempenho obtém melhores resultados nas tarefas
concretas?

Questdo 3- De que modo a idade tem influéncia nas competéncias
relativas aos diversos constructos? Os alunos com nivel etario mais elevado
realizam melhor, qualquer que seja a tarefa?

Questdo 4- A forma de apresentagdo (contexto concreto ou contexto
abstracto, frac¢do arquimediana ou fracgdo nfo arquimediana, quantidades
continuas ou quantidades discretas) da tarefa condiciona a estratégia a utilizar
pelos alunos?

Questio 5- Os alunos com bom desempenho utilizam preferencialmente
alguma estratégia de resolugio?

Questdo 6- Quais sdo as concepgdes alternativas que os alunos
manifestam relativamente ao conceito de numero racional, atendendo as
diversas componentes estudadas? Que obstaculos se colocam a sua
aprendizagem?

Resumindo, pretendia-se com este estudo obter dados que reflectem em
parte a capacidade do(s) aluno(s) para compreender o conceito de fracgdo, o
conceito de unidade em situagdes relativas aos nimeros racionais, a adi¢do de
fracgGes e a nogio de equivaléncia de fracgdes. E ainda a capacidade do aluno
para lidar com situagdes que envolvem o conceito de proporcionalidade com
quantidades continuas e com quantidades discretas e finalmente o modo como
seria capai de usar os diversos sistemas representacionais.
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1.3 IMPORTANCIA DO ESTUDO

Pelo que se descreveu ao longo deste capitulo torna-se clara a relevancia
de um estudo que assume as finalidades atras expostas. Em Portugal, no 4mbito
da Psicologia Educacional os estudos realizados sobre a construcio de
conceitos matematicos sdo poucos e, em particular, com alunos deste nivel
etario. Por outro lado, os psicologos que trabalham em contexto escolar tém,
muitas vezes, que se confrontar com situa¢des em que os alunos sdo indicados
como tendo dificuldades de aprendizagem em Matematica. Neste contexto,
parece importante que aqueles procurem conhecer as concepgdes dos alunos,
nomeadamente a nivel de continuidades e rupturas na construcdo de saberes
matematicos, o que lhes permitira retirar implicacdes Uteis e assim participar
mais eficazmente em intervengdes que se pretendem multidisciplinares e
clarificadoras de aprendizagens. |

De facto, parece-nos que o estudo das dificuldades que o ensino e a
aprendizagem da Matematica provocam e que se traduzem, em Gltima instancia,
na rejeigdo pelos alunos da propria disciplina, com o risco de se tornarem
analfabetos matematicos, constitui um vasto campo e motivo de investigacio
para os Psicologos Educacionais.

Resta acrescentar que trabalhando a autora como professora de
Matematica no 2° ciclo lhe pareceu importante que os resultados pudessem vir
a ser ndo s6 integrados na sua pratica, mas também divulgados junto de
docentes de Matematica, particularmente os do ensino basico. Neste sentido, o
presente estudo pretende contribuir para a elaboracio de modelos de
intervencdo did4ctica que visem uma modificagdo do "estado de coisas" no
ensino da Matemaética.
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CAPITULO 2

ENQUADRAMENTO TEORICO

2.1 A TEORIA DOS CAMPOS CONCEPTUAIS

Como Vergnaud (1990a) define, a Teoria dos Campos Conceptuais é
uma teoria psicoldgica da conceptualizagio do real que pretende explicar como
o saber se constrdi partindo do seu conteudo conceptual. A teoria dos campos
conceptuais privilegia modelos que atribuem um papel essencial aos conceitos,
no que se distingue da psicologia piagetiana que se centra nas estruturas l6gicas.
Como refere o autor, esta abordagem coloca no mesmo plano objectos
matematicos que, apesar de terem o mesmo estatuto 16gico, remetem para
diferentes problemas de conceptualizagio.

E neste contexto que se pode situar o presente estudo que pretende
contribuir para a compreensdo do processo de construgio do conceito de
nimero racional.

2.1.1 A Formagao de Conceitos

Ao longo dos tempos os psicologos educacionais tém-se preocupado com
o estudo do desenvolvimento dos alunos, procurando criar instrumentos que o
avaliem. S8o exemplo disso o quociente de inteligéncia, os estados piagetianos,
os estilos cognitivos. No entanto, segundo Vergnaud (1988) estes estudos tém
minimizado a especificidade dos conhecimentos e nfio permitem compreender as
décalages em tarefas que aparentemente t8m a mesma complexidade
estrutrural. |

Por outro lado, certos desempenhos que se pensava serem caracteristicos
de um estiddio podem ser obtidos por criangas mais jovens, dependendo da
experiéncia e das aprendizagens da crianga.

Partindo da dificuldade de interpretagio dos fendmenos de décalage em
problemas, Bastien (1987), um dos autores que durante o nosso Mestrado se
debrugou sobre estas questdes, propde um modelo geral sobre o funcionamento
cognitivo da crianga na resolugdo de problemas, considerando que com a teoria
de Piaget ¢ dificil encontrar um quadro apropriado a interpretagio do que se
chama procedimento.
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Vergnaud (1989) argumenta que as tarefas consideradas isomorfas nio
o sdo de facto, se se tiver em conta as informagdes de que dispSe o aluno e as
operagOes de pensamento que exigem. Dum ponto de vista geral, poderfio ser
1somorfas mas aplicando-se a diversos conteudos e com diferentes valores de
varidveis de situagfio naturalmente nfo conduzem a condutas idénticas. De
facto, essas situagSes podem ser objecto de aprendizagens escolares e extra-
escolares muito diferentes.

Um campo conceptual é um dominio amplo, mas ao mesmo tempo
especifico que reenvia para a experiéncia da crianga, escolar ou n3o escolar.
Um campo conceptual define-se como um conjunto de situagdes problema
cuja resolugio implica conceitos, procedimentos e representagdes de diversos
tipos mas em estreita conexdo (Vergnaud, 1983). Sdo exemplo, as estruturas
aditivas e as estruturas multiplicativas. A criagio de tal estrutura torna possivel
estudar a aquisicdo de conceitos interligados que cobrem grandes dominios de
conhecimento numa perspectiva psicogenética. As proximidades entre
conceitos, situagdes ou representagdes facilitam o estudo das filiagdes e
descontinuidades do desenvolvimento cognitivo, através de situagGes
sistematicamente classificadas e analisadas. Na resolugio de problemas de
uma mesma classe os alunos usam normalmente procedimentos, concepgdes e
representagdes simbdlicas diferentes que sendo por vezes erradas nem por isso
deixam de ser uteis na medida em que contribuem para a emergéncia de
solugdes.

Numa dada situagdo o sujeito nfio pde em jogo todas as propriedades
de um conceito e, normalmente na resolugéo de um problema estdo envolvidos
muitas vezes varios conceitos. A formacio de um conceito atravessa varias
fases de interacgdo e de desniveis por um periodo longo de tempeo.

Na defini¢io pragmatica de um conceito é preciso identificar as
situagdes de referéncia que lhe conferem sentido. E necessario ter em conta,
por um lado, o conjunto das situagdes que constituem a referéncia das suas
diferentes propriedades e por outro, o conjunto dos esquemas postos em acgio
pelos sujeitos nessas situagdes. Assim, situagdo e conceitos estio em estreita
relagdo, a situagio contribui para a formagdo de conceitos e sdo estes que vio
permitir enfrentar situagdes novas.

Vygotsky distingue conceitos "cientificos" de conceitos "do
quotidiano”, em que na formagdo dos primeiros intervem fortemente o
discurso dos adultos e os segundos estdo particularmente ligados a actividades
diversificadas. No entanto, em qualquer caso, a conceptualizagio reenvia para
o reconhecimento de objectos, de propriedades, de relagdes e de proposigdes.
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Segundo Vergnaud (1989) os conceitos "cientificos" estdo organizados
em sistemas que pressupdem um "tecido conceptual ja largamente elaborado"
pelo pensamento espontineo do aluno e exigem na sua formagio uma
organizagdo sistematica e mediacfo. Esta mediagio faz-se, na construgdo dos
conceitos matematicos, através dos materiais manipulativos e sobretudo
através dos simbolos.

Na conceptualizagio do real a acg¢o operatdria é muito importante, mas
ndo é tudo. Na realidade, ndo se discute a veracidade ou falsidade de um
enunciado totalmente implicito e a identificacio dos diversos aspectos da
realidade ndo se faz sem a ajuda de palavras, de enunciados, de simbolos e de
signos. O uso de representagdes (significantes explicitos) é indispensavel a
conceptualizago.

Mas, o que caracteriza a nogdo de representagdo? E interessante
recordar aqui, que no grupo de trabatho organizado por Janvier e Vergnaud
(1994), no PME XVIII, as representagdes foram consideradas constructos
teoricos fundamentais em Psicologia da Educagdo Matematica. E podem
abranger: a) situagdes ou conjunto de situagdes fisicas, externas, que podem
ser descritas matematicamente ou vistas como envolvendo ideias matematicas;
b) sistemas simbolicos estruturados externamente, que incluem sistemas
linguisticos, notagdes e constructos matematicos; ¢) representagdes internas e
sistemas de representacio que envolvem, por exemplo, representacdes
individuais da ideia de fracgfio, de ratio, de propor¢do ou ainda as teorias da
representacio cognitiva.

Para Vergnaud (1981a) a representacio nfo se reduz & nogdo de
simbolo ou de signo mas abrange também a de conceito. B fundamental
distinguir os significantes (simbolos ou signos) daquilo que representam, isto
¢, dos significados que s3o de ordem cognitiva e psicoldgica. Neste sentido, o
conhecimento € constituido por simbolos e conceitos que reflectem a realidade
(nfo toda) e a actividade do sujeito nesse mundo material.

A representacio s6 € funcional se reflecte certos aspectos da realidade e
se permite operar a nivel dos significantes e dos significados, isto €&, se
obedece a critérios de ordem sintatica e de ordem semaéntica.

Assim, um conceito é definido em fun¢do de um conjunto de:

(S) - situagdes que ddo sentido ao conceito numa variedade de
caminhos - constituem a referéncia,
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(I) - imnvariantes operacionais (propriedades, relagdes, teoremas-em-
acgdo, etc) que sdo progressivamente apropriados e utilizados na anilise das
situagdes contribuindo para a operacionalidade dos esquemas - constituem o
significado;

('P) - representagdes simbolicas, conjunto das formas linguisticas e nio
linguisticas (esquemas, linguagem, espago, algebra, representagdo imaginada,
etc.) que sdo usados para comunicar, indicar e representar simbolicamente os
invariantes, as suas propriedades, as situagdes e os procedimentos - constituem o

significante.

Pode, entdo, esquematizar-se:

Situagdo — referéncia
A Y
\
CONCEITO
C=(,LY%)
Invariante Formas '"linguisticas" e "nfo-linguisticas"
(ordem cognitiva e psicoldgica) (simbolos e signos)
| |
Significado < > Significante

Figura 1 - O Modelo de Vergnaud sobre a Formagao de Conceitos

Particularizando para o conceito matematico, Artigue & Douady (1986)
indicam:

- a nogdo matematica tal como é definida, numa determinada época, no
contexto do saber mstituido;

- o conjunto dos significantes associados ao conceito, representagdes
simbolicas e iconicas;

- a classe dos problemas em que adquire sentido;

- 0s instrumentos, como os teoremas, os algoritmos especificos.

Os processos cognitivos e as respostas sdio funcgéo das situagdes com as
quais os sujeitos sdo confrontados. Ora, num campo conceptual ha uma
variedade de situagBes e os conhecimentos dos sujeitos sio modelados pelas
situagdes que conferem sentido aos conceitos € procedimentos que se quer
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ensinar. Compreende-se, assim, a importdncia que a escolha das situacdes na
introdugdo de um conceito pode ter na significincia atribuida a este.

Ha, no entanto, que considerar diferentes aspectos relativamente as
situacdes. Pode acontecer que o aluno possua competéncias necessarias ao seu
tratamento, recorrendo a comportamentos automatizados que correspondem a
um Unico esquema. Mas ha casos em que isso ndo se verifica, o aluno pode
necessitar de tempo para reflectir, explorar, tentar, isto €, o processo envolve
descoberta e, entfo, requer varios esquemas no tratamento da situacio,
esquemas que podem entrar em conflito e conduzir ou nfo a resolugdo do

problema.

' A nocdo de esquema - totalidade dinidmica organizadora da ac¢do do
sujeito para uma classe de situagdes especificas - aplicar-se-ia mais facilmente
ao primeiro conjunto de situagGes do que ao segundo em que o sujeito procura
varias estratégias. No entanto, também neste caso o funcionamento cognitivo
do sujeito assenta num conjunto de esquemas disponiveis, a0 mesmo tempo que
vai descobrindo novos aspectos e eventualmente novos esquemas (Vergnaud,
1990).

Esta questdo coloca-se essencialmente quando a crianca ou o
adolescente enfrentam situagdes novas. Ou, dito de outro modo, como ampliar
a no¢do de esquema, como aplicar o esquema a uma classe maior?

O autor fala de generalizacfo, transfert, descontextualizacio e refere
que, muitas vezes, a diferenca entre as situagdes € apenas parcial. Os esquemas
sdo esbogados e podem néo ser pertinentes. Um esquema pode ser decomposto
em elementos distintos por forma a ser recomposto de outro modo e adicionado
de elementos cognitivos suplementares. A generalizagdo do esquema passa,
assim, pelo reconhecimento de invariantes.

Ha necessidade do sujeito reconhecer analogias e diferencas de acordo
com critérios, de identificar diferengas entre as situacGes, para as quais o
esquema ja foi operatério, e as novas situagdes. E neste contexto que as
criangas vdo descobrindo novos aspectos e novos esquemas, em situacao.

Em L'enfant, la mathematique et la réalité, Vergnaud refere que os
esquemas sdo do mesmo tipo logico do algoritmo, que se entende como uma
regra ou conjunto de regras que, perante qualquer problema de uma dada
classe, conduz a uma solu¢éo, se ela existe, ou entio mostra que ndo tem
solugdo (1981a). Mas, porque ha classes de situacGes bem definidas para as
quais ndo ha algoritmo, o autor propde a nocfo de regras de acgdo, isto €,
regras que gerem as condutas dos sujeitos numa dada situag@o.
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Esta nocdo € retomada em 1990 no texto La Théorie des champs
conceptuels quando o autor procura evidenciar a importincia do esquema na
psicologia cognitiva e na didactica. Aparecem, assim, interrelacionados quatro
elementos - as regras de ac¢fo e as antecipagdes, 0s invariantes operatdrios e as
inferéncias - que constituem o esquema.

Atente-se na seguinte esquematizaggo:

Invariantes
| condigGes
\A
adequacdo
Inferéncias > Esquema
i \ as situagdes
Regras de acgéo \
(decisio) ~ Antecipages/Expectativas e Previsdes

(efeito a obter)
Figura 2 - Relag8o entre o Esquema e os seus Elementos

Os invariantes operatorios permitem aos esquemas encontrar as
condicdes do seu funcionamento. As inferéncias assumem a forma de calculo e
permitem que os esquemas se adequem aos valores actuais das varidveis de
situacdo e, assim, contribuem para a adaptagfo a situagdes novas. As regras de
accdo, resultantes dos calculos inferenciais, permitem decidir as acc¢des a
executar e finalmente as antecipagbes que também resultam dos célculos
inferenciais, dizem respeito a solugdo a obter. Sdo as antecipac¢les ou previsdes
que ddo conta da funcionalidade dos esquemas.

Um esquema assenta sempre numa conceptualizacdo implicita e a sua
aceitacdo dependé da adequag@o dos invariantes, do conhecimento, implicito ou
explicito, que a crianga tem das relagdes entre o algoritmo e as caracteristicas
do problema a resolver. Se o esquema se revela ineficaz, pelo uso de
invariantes errados ou por falta de analise, o sujeito tende a modifica-lo.

Perante uma nova tarefa o aluno faz uso das suas competéncias e
concepgdes. As primeiras organizadas em esquemas, apoiam-se no
conhecimento do real e podem estudar-se através das acg¢des em situagdo do
sujeito. As segundas ndo sdo analisadas como esquemas, organizam-se em
objectos, propriedades, relagdes e proposi¢fes e exprimem-se através da
linguagem e de outras representagdes simbolicas.
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Os invariantes sdo componentes cognitivos dos esquemas € estabelecem
a ligacdo com as concepgdes.

As concepgles e as competéncias desenvolvem-se ao longo de um
periodo de tempo, quer se refiram as estruturas gerais do pensamento, quer aos
conteudos dos conhecimentos. Por exemplo, o conceito de fracgdo inicia-se aos
7/8 anos com actividades que envolvem valores como 1/2 ou 1/4, mas o

conceito de nimero racional constitui ainda uma fonte de dificuldades aos
15/16 anos.

2.1.2 Teorema-em-ac¢io e Conceito-em-ac¢ao

Os conhecimentos que fazem parte dos esquemas s@o designados, pelo
autor, por teorema-em-ac¢do e conceito-em-ac¢do, ou usando uma expressdo
mais abrangente, invariantes operatorios. :

Na apropriaco dos invariantes operatorios a ac¢@o do sujeito € decisiva
uma vez que se situa no plano do significado e do conceito. Ndo tendo em
consideragdo as explicagdes verbais do sujeito, o uso que faz das palavras e dos
simbolos, corre-se o risco de tomar por conceito, a palavra ou o signo que
designa o conceito.

A automatizac¢do (conduta observavel, por exemplo na realizacdo do
algoritmo da adi¢do, em muitas criancas do 1°ciclo, sem que sejam capazes de
explicitar as regras) ¢ uma das manifestagdes mais visiveis do caracter
invariante da organizagio da ac¢fo. Mas a automatizacio nfo significa
necessariamente que o sujeito ndo tenha o controle das condi¢des que tornam
possivel tal operacdo. De facto, todos 0s nossos comportamentos assumem uma
parte de automaticidade e uma parte de decisdo consciente.

Assumindo que a linguagem € extremamente importante na
aprendizagem consciente, Vergnaud defende, no entanto, a necessidade de
distinguir explicitagdo de tomada de consciéncia e, por outro lado, se se
considera a explicitagio antes ou depois da descoberta da acgdo. Antes da
ac¢do, tanto pode tratar-se de uma tomada de consciéncia sem explicitacdo
como de uma explicagfio verbal, enquanto que depois da acgéo trata-se mais de
uma analise que evidencia muitas vezes um trabalho de explicitacdo verbal.

Em situacdes de aprendizagem das competéncias matematicas, observa-
se a aquisicio de numerosos conhecimentos-em-acto, que ndo serdo
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explicitadas sefiio mais tarde e, por vezes anos. Por exemplo, a adi¢dio e a
subtracgdo por contagem, nas criangas, sdo ocasido para elas descobrirem
numerosos teoremas-em-acto, que nio explicitam. E o que acontece quando as
criangas contam 3+6 e substituem por 6+3 (contar a partir do maior), que
traduz a comutatividade da adigfo. Estas evidéncias fazem supor que ha
sempre algo de implicito nos esquemas.

Procurando uma aproximagdo as posi¢des de Vygotsky, Vergnaud
chama a atengdo para a semelhanga entre conceito inconsciente e os
invariantes operatdrios, sendo que, apesar destes ndo serem explicitos, podem
assumir uma forma consciente ou inconsciente.

Quando se fala num conceito assume-se necessariamente uma
representagdo através de significantes, pois s6 assim se torna possivel uma
discusséo sobre o referido conceito. Contudo o significante ndo € o conceito,
ha um outro aspecto que nfo se esgota no significante - sdo os invariantes que
o0 sujeito reconhece na sua ac¢do sobre o mundo real e que, como se referiu,
podem ser conscientes ou inconscientes.

Estritamente ligada a nog8o de invariante é a de teorema-em-acgéo, isto
¢, as relagOes de alto nivel logico que a crianga vai construindo a medida que
actua sobre o real e que resolve problemas no espago, no tempo, no dominio
das quantidades e das grandezas (Vergnaud, 1986). Aqui a expressdo "em
acgdo" pretende significar que o sujeito nem sempre € capaz de explicitar ou
justificar as propriedades das rela¢Ges utilizadas na resolugéo da situagio.

Para ilustrar a referida nog¢dio, Vergnaud apresenta o exemplo da crianga
que, ao pOr a mesa, conta as pessoas que estdo na sala e as pessoas que estio
no jardim, somando de seguida os dois niimeros para saber quantas pessoas ha
ao todo. A crianga nfo conta o todo quando ja contou as partes, isto é, a
crianga antecipa a contagem (procedimento counting on).

#(AUB)=#A+#B porque AN B=0

Os teoremas-em-acgdo englobam uma grande variedade de conteudos,
ndo sdo expressos numa forma matematica ou de outra qualquer, mas estdo
associados a certos valores de varidveis podendo constituir um ponto de
partida. Certos conhecimentos aprendidos pelas criangas podem nfo ser
utilizados por elas e, neste sentido, ndo constituem teoremas-em-acgfo, assim
como outros, construidos por elas, nunca tomam a forma de verdadeiros
enunciados, sdo teoremas-em-ac¢io que ndo sdo teoremas.
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O concetto de cardinal, de estado inicial, de transformagio e outros sio
imprescindiveis na conceptualizagio das estruturas aditivas. Ndo sio de tipo
proposicional, isto é, nfio se pode afirmar acerca desses conceitos se sio
verdadeiros ou falsos. Raramente sdo explicitados pelos alunos ainda que
construidos por eles na acgéo - sio conceitos-em-acgao.

Muitos alunos usam as propriedades da fungdo linear em diferentes
momentos da sua experiéncia, com a nogéo de proporgio, de multiplicagio e de
divisdo. Essas propriedades constituem teoremas-em-acg¢do, os alunos ndo sio
capazes de explicar porque as utilizam.

Concetto-em-acgdo ndo € um conceito e teorema-em-ac¢do ndo é um
teorema. Se na ciéncia se pode discutir a pertinéncia dos conceitos e dos
teoremas uma vez que sdo explicitos, com os invariantes operatorios isso nio é
possivel.

Como refere Vergnaud (1990a) conceitos e teoremas explicitos formam
a parte visivel do iceberg da conceptualizacio, sendo que a parte escondida é
formada pelos invariantes operatdrios que viabilizam aqueles. Do mesmo modo
ndo se pode falar dos invariantes operatorios integrados nos esquemas sem a
ajuda das categorias de conhecimento explicito.

Veja-se uma possivel representagio do iceberg da conceptualizagio, em
que a parte ndo sombreada corresponde aos conhecimentos explicitos € a parte
sombreada aos conhecimentos implicitos nas condutas do sujeito em acgio.

Conceitos e Teoremas

Invariantes Operatorios: Teoremas-em-acgio e Conceitos-em-acgido

Figura 3 - O Iceberg da Conceptualizagio

22



2.1.3 A Importincia da Teoria dos Campos Conceptuais em Didactica da
Matematica

Segundo Vergnaud (1991), a fungdo do psicologo que se interessa pela
aprendizagem das matematicas ¢é estabelecer classificagdes, descrever
procedimentos, formular conhecimentos-em-acgdio, analisar a estrutura e a
funcdo dos enunciados e das representagdes simbdlicas, de tal modo que
tenham sentido matematico.

Numa filiagdo construtivista, na teoria dos campos conceptuais
consideram-se as relagdes entre o "sub-sistema sujeito que aprende" e o "sub-
sistema saber ensinado", mas "os contetidos n3o sdo considerados como o
substracto sobre o qual se vai desenvolver a investigagdo de uma organizagéo
e de uma hierarquizacio de estruturas mentais gerais, e a nogéo de campo
conceptual estd 14, precisamente para, de alguma forma, reabilitar os
conteudos do conhecimento" (Artigue & Douady, 1986).

O pensamento consiste em operagdes conceptuais e pré-conceptuais
sobre os significados e em operagdes simbolicas sobre os significantes. A
actividade do sujeito traduz-se através de simbolos, conceitos, no¢des que
reflectem o mundo material. Os varios sistemas simbodlicos como, por
exemplo, os esquemas, a linguagem, o espaco, a representagdo imaginada,
tém ligagdes entre eles e com o proprio significado. A crianga raciocina
fazendo uso, simultaneamente, das diferentes representacdes, passando de
umas as outras e de uma situago real & representagéo.

Esta perspectiva apresenta semelhancas com a defendida por Behr et al.
(1983), objecto de analise no préximo capitulo, quando evidenciam diferentes
sistemas representacionais como os materiais concretos, os desenhos, os
simbolos "falados" e escritos, referindo-se as diferentes representagdes dos
nuimeros racionais.

Na descrigio de um campo conceptual é preciso fazer a andlise das
situagdes e dos procedimentos dos alunos que incluem as concepgoes, as
argumentagdes e as representa¢des simbdlicas que utilizam. Por isso, defende-
se o estudo das condutas em situagdo.

Tal como para um conceito, nas concepgdes dos sujeitos também se
consideram diversas componentes:

- a classe das situagSes-problema que ddo sentido ao conceito para o
aluno;
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- o comjunto dos significantes que ele é capaz de lhe associar,
nomeadamente as imagens mentais, as expressdes simbolicas;

- os utensilios, teoremas, algoritmos de que dispde para manipular o
conceito (Artigue & Douady, 1986). As autoras que consideram a nocéo
"concepcdo do sujeito” como essencial, associam-na a um estado de
conhecimento do sujeito, num determinado momento e em relagdo a um dado
conceito.

Neste contexto torna-se fundamental investigar as situagdes-problema
que conferem significado e funcfo a um conceito (Vergnaud, 1986a). A
operacionalidade de um conceito deve ser provada através de diversas situa¢des
e sO a andlise de uma grande variedade de condutas e de esquemas permite
compreender em que consiste, do ponto de vista cognitivo, um determinado
conceito. Acentue-se que, numa perspectiva psicologica e didactica, Vergnaud
(1990a) entende conceito como um conjunto de invariantes utilizaveis na
ac¢ao. ‘

O conceito de nimero racional é abordado numa variedade de aspectos,
quando se considera a aplicacio do que tem sido aprendido, constituindo um
bom exemplo do que anteriormente se disse.

Outros conceitos como, o de nimero, o de funcgdo, também s6 se
compreendem através de uma diversidade de problemas praticos e tedricos.
Cada um desses conceitos tem varias propriedades, cuja pertinéncia € variavel
segundo as situagdes a tratar, alguns podem ser compreendidos muito cedo,
outros s6 mais tarde. Tomemos, como exemplo, a facilidade revelada em
tarefas que envolvem quantidades discretas e continuas para as fracgdes 1/2
(alunos do 5° ano resolvem-nas completamente) ou 1/4 e a dificuldade
manifestada para outras fracgdes, como 3/4 e 2/5.

Na compreensdo do conceito de nimero racional estdo envolvidas varias
componentes, sendo que "a divisio do todo em partes" € hoje aceite pelos
investigadores como a primeira experiéncia dos sujeitos com fracgdes. Esta é a
razdo porque autores, como Kieren (1976) e ainda Behr et al. (1983), defendem
que a aquisi¢do desse conceito é basico para a compreensdo do conceito de
numero racional.

Num campo conceptual ha que considerar, em primeiro lugar, um
conjunto de situagdes e, depois o conjunto de conceitos e teoremas que
permitem analisar essas situaces como tarefas matematicas. Esta abordagem
permite gerar uma classificagdo que assenta na analise das tarefas cognitivas e
dos procedimentos postos em jogo. Veja-se o que Vergnaud (1990a) identifica
como etapas na elaboragdo do campo conceptual das estruturas multiplicativas,
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assim designado porque implica multiplica¢Ges ou divisdes. Assim, para a sua
analise contribuem, entre outros, o conceito de proporgédo sirriples e multipla,
fungdo linear e n-linear, relacdo escalar directa e inversa, quociente e produto
de dimensdes, combina¢go linear e aplicacdo linear, fracgdo, niimero racional,
multiplo, divisor, etc e teoremas, tais como, as propriedades de isomorfismo
da fungio linear e as propriedades que dizem respeito ao coeficiente constante
entre duas variaveis linearmente ligadas.

Na realidade, quando se pretende estudar a psicogénese dos contetidos
dos conhecimentos ha necessidade de proceder a uma decomposi¢do do
conhecimento em largos e coerentes dominios, ndo fazendo sentido estudar em
separado aspectos em relagdo aos quais os alunos encontram relagdes.

A teoria dos campos conceptuais ao privilegiar os modelos que
atribuem papel essencial aos conceitos matematicos, ndo exclui a pertinéncia
da forma dos enunciados e do niimero dos elementos postos em jogo.

Pela repercussio que tem em Didactica da Matematica evidencia-se o
modo como nesta perspectiva se interliga a formagdo de conceitos € a
resolugdo de problemas. Ao defender-se que a resolugdo de problemas deve
funcionar como fonte e critério de conhecimento e, portanto, o conhecimento
conceptual deve ai ser imerso, rejeita-se a ideia de que a resolugdo de
problemas consiste numa nova combinacio de acges e de regras e que a
formagdo de conceitos consiste na emergéncia de novas categorias, novos
modos de conceptualizar a realidade. Aceitar esta Gltima posi¢do conduz a
subestimar o papel que a representacdo e os conceitos desempenham na
resolu¢do de problemas e, por outro lado, o papel que estes assumem na
formacdo de conceitos.
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2.2 ANOCAO DE OBSTACULO NA CONSTRUCAO DO SABER
MATEMATICO

Ao longo dos tempos a analise dos erros tem sido abordada de diferentes
modos. Actualmente € amplamente utilizada pelos investigadores como um
meio de fazer inferéncias sobre a natureza dos processos mentais no
pensamento matematico, perspectivando-se o erro como uma concepgdo
alternativa e ndo como uma insuficiéncia.

2.2.1 A Analise do Erro em Matematica

Numa breve referéncia histérica da andlise dos erros, Greer (1989) e
Mulhern (1989) assinalam que os primeiros estudos consistiam em considerar
apenas o numero de respostas incorrectas para um determinado problema.
Posteriormente passou-se a classificar os erros e com esta categorizacdo foi
possivel comegar a fazer inferéncias sobre os factores que podem conduzir ao
erro.

Ha investigagcbes que utilizam tarefas em que se modificam
determinados aspectos e os padrdes de erros identificados ddo indica¢des sobre
como é que as estratégias de resolu¢do de um problema estfio a ser usadas. A
apresenta¢do a alunos de duas tarefas que diferem apenas num aspecto ajuda a
detectar padrdes de erros e a fazer inferéncias sobre processos subjacentes. Um
outro método de pesquisa consiste em elaborar tarefas relacionadas com uma
outra em relacfo a qual o aluno teve um desempenho correcto.

De qualquer modo, a andlise dos erros-padrfio resulta sempre de uma
prévia identificag8o de erros sistematicos.

Nos priméiros estudos, o principal objectivo era fornecer informagdes
aos professores sobre o maior ou menor grau de dificuldade de um dado
assunto e, em consequéncia, construir programas de tal modo que o tempo
dedicado & pratica de determinados exercicios dependia daquele.

Mas é sobretudo quando se encara o processamento de informagdo como
modo de abordar o pensamento matematico e a resolucdo de problemas que
comecam a desenvolver-se os métodos indirectos de observagdo dos processos
mentais. '
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No estudo dos processos mentais consideram-se varias técnicas de
analise dos erros, como os procedimentos buggy, a analise racional da tarefa e a
simulagdo em computador. Nesta perspectiva estd subjacente a ideia de criar
informacdo com fins de diagnodstico, embora nem sempre esteja presente a
natureza profunda do pensamento matematico.

Num estudo exaustivo sobre a utilizacio e a génese dos algoritmos
(adigdo e subtraccdo), Fayol (1990) conclui que, quer para o psicologo quer
para o professor, o estudo dos bugs revela-se de grande interesse, na medida em
que € possivel determinar se os erros cometidos estdo ligados aos algoritmos
ensinados. Partindo das diversas investigacdes sobre a subtraccdo escrita, este
autor estabelece duas categorias de erros: as chamadas respostas falsas (8-3=4)
e os erros sistematicos ligados a uma compreenséo incompleta ou defeituosa
dos procedimentos a utilizar, os bugs. Verifica que estes erros variam de um
sujeito para outro e, no mesmo, podem mudar de um momento para outro.
Apos ter adquirido ou ndo um certo procedimento, o aluno confrontado com a
situagdo fica num impasse, porque se esqueceu ou porque ndo tinha aprendido
o modo de resolugdo. O. que acontece normalmente é que o sujeito inventa um
solugdo, recorrendo a diversas estratégias mais ou menos pertinentes e mais ou
menos estaveis, constituindo assim regularidades.

O estudo de Célia Maria Alverca, de 1990, realizado no ambito do
mestrado em Psicologia Educacional, sobre a ocorréncia de erros na resolugdo
de situa¢des problematicas na Matematica, com criancas do 1° ciclo, pode
inserir-se nesta perspectiva.

Segundo Fayol (1990), a dificuldade em responder a questdo: "o que
significa dominar um conceito?" reenvia para a necessidade de estabelecer uma
tipologia hierdrquica de erros, de dispor de um modelo procedimental que
forneca uma representacdo das operagdes a utilizar e da sua organizagio
sequencial.

Nas investigagdes que estudam as diferengas nos processos de
pensamento dos aprendentes e dos especialistas faz-se uma categorizag@o dos
erros, perspectivando-os, muitas vezes, como insuficiéncias. Weil-Barais &
Vergnaud (1990) defendem que, em vez disso, as concepgdes dos sujeitos
podem ser vistas como estruturas assimiladas que ao entrarem em conflito com
outras concepgdes, como, por exemplo, as ensinadas na escola, geram mais
tarde desiquilibrios nas estruturas cognitivas. Os autores falam de bias
cognitivo para se referirem as concep¢les dos alunos que na resolucéo de
determinadas classes de problemas, em Matematica e Fisica, constituem
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respostas sistematicas, regularidades, ndo correspondendo as expectativas do
professor.

Brousseau (1989) chama a aten¢do para a questdo das diferentes
estratégias que os alunos adoptam na resolugfo de tarefas matematicas, muitas
vezes, bem diversas das expectativas dos professores e que ndo podem ser
equacionadas como erros.

No contexto de sala de aula, Schubauer-Leoni (1989) considera
fundamental distinguir os erros que dependem do funcionamento e da
descodificagio que os alunos fazem do que estd implicito numa relagdo
pedagogica-didactica. Sendo assim, defende que a problematica do erro deve
ser encarada segundo o ponto de vista do aluno, do professor e do
mvestigador. Numa teoria psico-social dos factos didacticos, a autora
considera que ha varios "niveis de obstaculos no processo de aculturagio
escolar” e interessa, entdio, conhecer de que natureza sdo os obsticulos que o
sujeito didactico encontra e em que situagSes de aprendizagem.

Parece, assim, de considerar outro tipo de erros, para além dos que
resultam de dificuldades conceptuais, os que podem ser atribuidos a ideias dos
alunos acerca dos problemas e das expectativas dos seus professores. S6 deste
modo se explica determinadas respostas que os alunos ddo aos chamados
problemas "absurdos", em que ha uma quebra do "contrato didactico",
entendendo-se por contrato didactico o que determina, em parte
explicitamente, mas sobretudo implicitamente, o que cada parceiro vai ter de
gerir e aquilo que, de uma forma ou de outra, sera responsavel perante o outro
(Brousseau, 1982 citado por Artigue & Douady, 1986).

Na ultima década tem vindo a ser defendido, quer pelos investigadores,
quer pelos professores, a ideia que os erros podem funcionar como um bom
instrumento na diagnose das dificuldades de aprendizagem e
consequentemente contribuir para o delineamento de estratégias de
remediagio. E 6bvio que ¢ preciso saber distinguir as razdes inerentes a cada
tipo de erro para que se ndo fagam interpretacSes apenas do foro cognitivo em
situagdes em que o cognitivo foi modelado por causas externas com o fim de
manter coeréncias.

Acresce ainda que a interpretag@o dos erros pode significar um meio de
motivar e explorar situa¢gdes em matematica. Na realidade, como refere Borasi
(1987), na histéria da matematica muitas vezes os erros feitos inicialmente
foram ponto de motivagdo para a revisdo da metodologia da disciplina.
Tentando fundamentar porque os erros podem ser motivadores numa situag@o
de aprendizagem, a autora aponta os seguintes motivos:
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-0s erros apresentam um estimulo natural para a acgdo, mostram que os
resultados ndo foram alcangados e, portanto, alguma coisa tem de ser feita;

- podem dar informagéo valiosa sobre as causas do insucesso e, nesse sentido,
sugerir alternativas;

- 0s erros ndo s6 permitem identificar insuficiéncias na estratégia escolhida
para alcangar um determinado objectivo, mas também apontam as fragilidades
e as limitagGes de estratégias validas;

- podem ajudar a identificar caracteristicas especificas do contexto e, assim,
- mostrar que a abordagem ja realizada era inadequada e necessita de ser
redefinida.

2.2.2 A Natureza dos Obstaculos

Muitas vezes os professores apontam o "blogqueio em matematica"
como modo de explicacdo para as dificuldades manifestadas pelos alunos no
decorrer da aprendizagem. Como consequéncia, a sua atitude perante respostas
erradas ¢ de surpresa e conduz, normalmente, como forma de ultrapassar esse
bloqueio, a repetigdo de exercicios por parte dos alunos. Partindo da ideia de
que determinado contetdo foi bem trabalhado nas aulas, tém dificuldade em
entender porque € que os alunos erram. Assim, os professores avangam com
explicagdes como, a falta de atenco, a falta de estudo e ainda as dificuldades
de aprendizagem daqueles.

Essa opinido pode resultar da convicgdo de que a "matematica ndo ¢é
para todos", havendo, assim, alunos que nfio sfio capazes de aprender
matematica, porque ocorrem obsticulos que se revelam, para alguns,
intransponiveis. Deste modo, ha alunos que vdo desistindo da disciplina, ao
longo dos varios anos, "incapazes de aprender matematica". A

Neste contexto, os erros sdo vistos pelos professores como mais ou
menos graves, resultando uns da total incompreensdo de um assunto e, neste
caso, sdo normalmente sistematicos, dificeis de ultrapassar, logo "nfo vale a
pena insistir", enquanto outros erros podem ocorrer por falta de atengio, sendo
geralmente aleatdrios.

Ha erros que resultam de uma aplica¢fio correcta e constante de um
procedimento sistematicamente deficiente ou ainda podem surgir quando o
aluno usa procedimentos defeituosos e possui concepgdes alternativas que nem
sempre sdo reconhecidas pelo professor. Muitas vezes os alunos inventam os
seus proprios meétodos ndo formais para resolver problemas que podem
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conduzir a solugdes correctas. Outras vezes os alunos fazem uma
generalizagdo abusiva de propriedades e regras aprendidas.

Para os investigadores o estudo dos erros, em particular quando s3o
sistematicos, ¢ muito importante. A sistematicidade tem subjacente uma
causa, podendo significar que os alunos estdo a utilizar procedimentos
invalidos ou baseados em concepgdes alternativas.

Como se referiu, o interesse destes estudos resulta do facto de ser
possivel fornecer aos professores informac¢Bes sobre os erros dos alunos,
permitindo a ajuda no diagnodstico e na interpretagio das dificuldades de
aprendizagem daqueles.

Num estudo sobre como as concepgles dos alunos entram em conflito
e mudam no processo de aprendizagem da matematica, Meissner (1986),
descreve trés tipos de conflitos cognitivos que podem estar na origem de
determinado tipo de erros. Assim, este autor refere a ocorréncia de conflitos
que podem ser explicados pela idade, sdo os chamados conflitos de
desenvolvimento. Outros sdo resultantes de hiatos entre dois tipos de conceitos
(espontineos e cientificos, no sentido de Vygotsky) e um terceiro tipo surge
quando o aprendente excede os limites de um conceito. Pode acontecer que o
aluno ndo tenha consciéncia do conflito conceptual e, neste caso, vai tentando
através de algumas pistas explicar o seu comportamento, resistindo 4 mudanga
e persistindo no seu ponto de vista. Se o conflito se torna consciente para o
aluno entfio vai tentar adaptar ou mudar o seu conceito.

Contudo, a problemadtica do erro assume uma nova perspectiva no
processo de construgio dos saberes quando Brosseau introduz a nogdo de
obstaculo em didactica. O termo obstaculo, usado com frequéncia pelos
professores, parece, no entanto, nem sempre significar o mesmo.

Tal como nos diz Vergnaud (1989a) ha necessidade de clarificar o
conceito e, para isso, distingue dificuldades conceptuais de erros didacticos e
dos verdadeiros obstaculos epistemologicos. Assim, segundo este autor, so ha
verdadeiro obsticulo quando as novas concepgdes contradizem concepgdes
anteriores bem arreigadas no aprendente, podendo estas ressurgir a qualquer
momento. Neste sentido, ndo se ultrapassa um obstaculo epistemologico sem
que se proceda a sua analise para mudar de concep¢do e compreender a
relacdo entre as concepgdes anteriores a as novas.

A maneira como se ensina pode ajudar a reforcar determinados
obstaculos em vez de facilitar a sua ultrapassagem e, neste caso, fala-se de
erros didacticos dos professores. E o que acontece, por exemplo, quando o
aluno na resolugdo de problemas que envolvem uma operagio foi treinado a
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escolher a operagdio em fungdio de determinados vocabulos, fazendo uma
transformacdo sintatica das relagGes evidenciadas.

Ha, no ensino da Matematica, numerosos exemplos de como uma
situagdo menos adequada conduz a determinadas concepgdes que perduram no
tempo e impedem mesmo novas integragdes de conceitos. Veja-se o exemplo
apontado por Vergnaud (1989a), no ensino do calculo da area, em que a
utilizagdo com frequéncia de situagdes de revestimento da regido considerada
por unidades de area pode reforgar a concepgio primitiva e consistente de que
a multiplicagfio ¢é a iteragdo da adi¢8o, podendo prolongar o ponto de vista uni-
dimensional da érea. .

Vergnaud (1989a) considera, no dominio do saber matematico, trés
grandes dificuldades conceptuais e que podem ser encaradas como obstaculos:

- a rejei¢do do modelo exclusivo do nimero enquanto medida de uma
grandeza ou de uma quantidade;

- a rejeigdio do modelo exclusivo da multiplicagiio como adigdo iterada
de um mesmo nimero;

- a rejeigdo da ideia da utilidade do controle sistematico do sentido
fisico das expressdes matematicas utilizadas (ruptura aritmética-algebra).

Brosseau (1989) chama a atengdo para o facto de ja se terem
identificado diversos obsticulos, que s3o fundamentalmente cognitivos
(ontogénicos, epistemologicos, didacticos e mesmo culturais), e analisado as
suas causas, mas que, apesar disso, h4 ainda muito por investigar nesta drea,
particularmente as relagdes entre obsticulos que coexistem.

Os obstiaculos ndo provém somente da natureza do homem, dos
conhecimentos ou do modo como se ensina, outros estariam ligados a uma
certa evolugdo cultural e ainda dos conhecimentos didacticos e
epistemologicos. . Assim, os obsticulos ontogénicos estdo relacionados com
as limitagGes do sujeito num dado momento do seu desenvolvimento. Muitas
vezes os conhecimentos cientificos tomados como referéncia ndo
correspondem aos problemas colocados e as representacdes nio sdo
identificadas na cultura. Esta-se, neste caso, perante um obsticulo cultural. Os
didacticos reenviam para decisdes didacticas mal escolhidas e os
epistemologicos sdo obstaculos que desempenharam um papel essencial no
formagdo histérica dos conhecimentos e a sua rejei¢do deve-se ao facto de
serem integrados explicitamente no saber transmitido.

O mesmo autor sugere a necessidade dos investigadores encontrarem os
erTos recorrentes ¢ mostrar que eles se reagrupam a volta de concepgdes. E
possivel duas concep¢des que funcionam como obsticulo uma em relagiio a
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outra coexistirem num mesmo aluno, e uma concepgdo inicial pode ndo ser
rejeitada, mas reforcada, apesar de, aparentemente, a quantidade de informacéo
a priori ser suficiente.

Nesta perspectiva, um obstaculo é encarado como uma concepgio, um
conhecimento e ndo como uma falta de conhecimento ou uma dificuldade. Ha
um contexto no qual um dado conhecimento conduz a uma resposta, que é
diferente fora desse contexto.

Quando se considera a historia de um conceito, a maior parte dos
obstaculos nfo estad ligada a uma dificuldade, parece mais uma passagem
obrigatoria. Alguns desses obstaculos funcionam mesmo como "um patamar
indispensavel de integragdo", como uma etapa no decurso da elaboragdo do
saber, um nivel de estruturacdo do pensamento (Giordan, 1989)

Ha obstaculos que sdo evitdveis através de indicagOes didacticas
adequadas, outros ndo devem ser evitados porque O Pprocesso como Sdo
ultrapassados implica que v8o sendo integrados em conhecimentos posteriores.

2.2.3 Dificuldades Conceptuais na Aprendizagem em Matematica

O estudo das concep¢Bes assume uma importdncia fundamental em
didactica uma vez que os erros observados nos alunos podem agrupar-se em
torno dessas.

Segundo Weil-Barais & Vergnaud (1990), o termo concepgdo, em
investigagdo, estd ligado a descricdo do significado dos conceitos
(propriedades, invariantes relacionais, invariantes operativos) e quando um
dado dominio de conhecimento é abordado os significantes séo evocados. Por
exemplo, que concepgles tém as criangas sobre os niimeros racionais? Que
sistemas representacionais usam?

Usando as metodologias desenvolvidas no contexto da resolugdo de
problemas € possivel definir invariantes cognitivos, em relagéo aos quais 0s
sujeitos podem estar mais ou menos conscientes.

Contudo, as afirmagdes do sujeito, isto é, o que ele é capaz de explicar,
é insuficiente para compreender o seu conhecimento. H4, no entanto, respostas
que sdo sistematicamente dadas em determinadas classes de problemas. Pode
detectar-se a presenca de um obstaculo através do que o aprendente diz e/ou faz
nos esquemas de ac¢do e ndo somente, nem principalmente nas declara¢des do
sujeito.
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Perante estas evidéncias, Vergnaud (1989a) aponta um conjunto de
situagdes em que concepgdes anteriores funcionam como obsticulo a
aprendizagem de novos conceitos. E o que acontece, por exemplo, no inicio do
estudo da algebra, relativamente a ideias anteriores do conceito de niimero. Os
numeros sdo encarados como grandezas (cardinal, comprimento, Aarea,
dinheiro, quantidades fisicas) e nfdo como uma relagdo entre grandezas.
Consequentemente um resultado no pode ser negativo.

Outras dificuldades sfo avangadas pelo autor, como a que resulta dos
alunos lerem expressdes da esquerda para a direita, levando-os a considerar,
muitas vezes, como situagdes modelo das expressdes algébricas as que
progridem no tempo de um estado inicial a esquerda para um estado final a
direita. Com esta concepgfio, o sinal idéntico nfo significa uma relagdo de
igualdade simétrica e transitiva que € necessiria & compreensdo de equagdes,
mas antes uma relacdo que liga um processo de produgio a um resultado .

Na realidade, as fontes de erro sdo variadas. Alguns erros podem
derivar do uso de significantes que adquiriram um certo significado num dado
contexto (no dia-a-dia, ou algumas vezes aprendido num nivel mais baixo de
escolaridade ou noutras areas do saber) e um significado diferente noutro
contexto. Pode ndo se tratar, como muitas vezes os professores pensam, de
uma questdo de vocabuldrio ainda n3o memorizado ou ainda como resultado
de uma dificuldade em adquirir sistemas formalizados matematicos ou
graficos.

Outra fonte de erro diz respeito aos modos de compreensdo dos
problemas que os alunos preferem e que é normalmente a ac¢do e o dominio
do acontecimento. Embora um dos objectivos para estudar matematica seja
adquirir instrumentos conceptuais para pensar e compreender o mundo real,
esse objectivo so € alcangado por meio de desvios que estfio muito longe do
tipo de processamento realizado sobre a informagfo de assuntos retirados do
seu contexto, desvios que envolvem conceitos altamente especificos e modos
de controle do pensamento (Rostand, 1985, citado por Weil-Barais &
Vergnaud, 1990). |

Neste sentido a tarefa do psicélogo educacional é primordial na medida
em que pode evidenciar em que é que o pensamento do sujeito psicologico
difere dos processos de pensamento desenvolvidos em disciplinas, como a
matematica. Tais analises tornam possivel determinar que tipos de mudanga
devem ocorrer e estudar os varios caminhos possiveis nos quais a transicdo de
um processo de pensamento para o proximo pode ser conseguido .
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Na aprendizagem dos conceitos dos numeros racionais ha sérias
dificuldades que ¢ preciso estudar, ou seja, ha concepgdes que & preciso
conhecer e tentar saber porque emergem.

Conhecem-se vérios tipos de hiatos que ocorrem com fracgdes. Exemplo
disto é o que acontece com alunos do 6°ano de escolaridade que transformam
facilmente a fracgdo 8/12 na equivalente 2/3, mas quando tém que escolher
entre 8/12 ou 2/3 de um chocolate preferem 8/12 porque dizem ter maior
nimero de bocados.

Na aquisigio de conhecimentos sobre os nimeros racionais, as
concepgdes que os alunos foram elaborando acerca dos niimeros inteiros podem
funcionar como obstaculo a aprendizagem daqueles. Na verdade, para que esta
acontega os alunos terdo que modificar ou reorganizar ideias que j4 tinham
assumido como verdadeiras. A ideia da multiplicagio conduzir sempre a obter
"coisas maiores” pode impedir o aluno de considerar o produto de 0,23 por
0,75. :

O uso do modelo dos niimeros inteiros funciona também como obstaculo
as concepgdes dos decimais. Por razdes de escrita e de estrutura, este obstaculo é
mais dificil de ultrapassar que o que os opde as concepgdes dos racionais. Veja-
se como exemplo o seguinte: na sua pratica, os alunos procuram fazer
arredondamentos para efectuar operagdes, tentando aproximar-se do modelo dos
intetros (ex: 225,43:25,02 pode ser considerado pelo aluno 225:25), no entanto,
esse procedimento pode ndo resultar (ex: 0,84:0,20). Outros exemplos podem
ser apontados, como as concepgdes das fracgdes relativamente ao aspecto
medida e ao aspecto relagao.

Segundo Brosseau (1989), muitas vezes o que acontece ndo sdo os
conhecimentos ensinados que faltam, mas antes os instrumentos pessoais da
compreensdo do aluno, ou seja, ele nio compreende porque ¢ que tem de mudar.
Neste sentido aprendizagens precoces podem aumentar as possibilidades de
transformar um saber necessario em obstaculo intransponivel.

Veja-se, na adi¢iio dos niimeros racionais, um erro muito frequente nos
alunos do 2° ciclo:

2/3+5/7="17/10

Esta concepgdo, que a maior parte das vezes € assumida como erro, pode
conter informagdo valiosa sobre as dificuldades especificas que os alunos
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encontram na aprendizagem das fracgGes e sobre as suas concepgles de
fracgdo e de regras.

- Uma analise mais fina deste erro pode conduzir a colocar as seguintes
questdes: qual é a regra alternativa que o aluno estd a aplicar para adicionar
fracgdes e porque € que ele faz 15s0?

Parece claro que o aluno estd a adicionar separadamente os
numeradores e os denominadores. Mas, quais s3o as razdes? O aluno pode
estar a confundir a regra para adicionar com a regra para multiplicar frac¢des,
pode estar a tentar operar com frac¢Ses como se adicionasse nimeros inteiros.
Sabe-se que muitos alunos véem a frac¢do como dois numeros separados por
uma linha e, entfo, ndo parece tdo sem sentido que a adigio de duas fracgdes
se faga operando sobre os numeradores e sobre os denominadores,
separadamente e, por fim, se desenhe uma linha entre as respostas.

Hart (1981) verifica que muitas criangas com 12-13 anos de idade
equacionam as frac¢des como pares de nimeros naturais ndo relacionados,
tratando-os separadamente. Como ¢ evidente, estas inferéncias tém
repercussdes na realizagdo dos algoritmos, particularmente na adi¢do e
subtracgdo de fracgdes com denominadores diferentes.

Borasi (1987) adianta outras explica¢des que tém em conta situagdes da
vida real, nas quais tal procedimento de operar parece apropriado, como
quando se faz o registo dos resultados de um jogo (por exemplo, se hoje
ganhaste 2 em 3 jogos e amanhd ganhas 5 em 7, ao todo ganhaste 7 em 9
jogos e ndo 29/21 - na situagdo anterior esta a tratar-se com frac¢Oes e nesta
com ratios). Para fracgdes e ratios usam-se normalmente as mesmas palavras
e simbolos (n sobre m ou n/m) e isso faz crer que sdo essencialmente o mesmo
objecto matematico.

O tratamento desta questdo tornar-se-a mais facil se o professor assumir
0 erro como concepgdo e for capaz de colocar hipdteses sobre essas
concepgdes e identificar as mais relevantes em cada aluno. E claro que esta
posi¢io tem implicagdes no processo de ensino das fracgGes, € em sentido
mais lato, na didactica da matematica.
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2.3 © "MEGACONCEITO" NUMERO RACIONAL

O estudo dos numeros racionais comecou por uma grande incidéncia
relativamente ao seu ensino. No entanto, na Gltima década a investigacdo sobre
o0s nimeros racionais tem o seu enfoque na aprendizagem e as abordagens sdo
diversas. Pela sua relevancia, destacam-se os trabalhos de Kieren, de Vergnaud,
de Behr, Lesh, Post & Silver e de Hart.

2.3.1 Diferentes Perspectivas dos Ntimeros Racionais

Segundo Wagner (1976, citado em Kieren,1980b) os nimeros racionais
podem ser interpretados como um mega-conceito que envolve muitos
elementos interrelacionados.

Desde ha muitos anos que os educadores se tém preocupado com o
ensino dos niimeros racionais. Mais recentemente essa preocupagdo estendeu-
se também 4 aprendizagem, ou seja, procura conhecer-se como ¢ que um
sujeito constroi o seu conhecimento sobre os numeros racionais. Este interesse
é tanto mais importante, quanto na maior parte das vezes os programas néo sao
desenvolvidos com base na anélise do modo como as criangas e os adolescentes
pensam acerca dos assuntos.

Segundo Behr et al.(1992), o estudo dos niimeros racionais tem sido
abordado segundo diversas perspectivas: linguistica (Nesher), ciéncia da
cogni¢do (Greeno), ciéncia dos computadores (Ohlsson), psicologia do
desenvolvimento (Vergnaud), ciéncia (Karplus e Schwartz), desenvolvimento
curricular em Educacio Matematica (Hart) o que torna extremamente
enriquecedora a discussdo, mas dificulta a comunicaggo.

Ha investigagdes que tém como preocupagdo a identificagio de estadios
no processo de pensamento sobre 0s nimeros racionais em criangas, em que se
defende uma diferenciagdo gradual e a integragio progressiva de
subconstructos considerados isoladamente. Estudos, como o de Kieren &
Ganson (1979), em que se procura observar se o desempenho num dado estadio
em tarefas que envolvem um subconstructo corresponde ao desempenho num
nivel comparével em tarefas que envolvem um outro subconstructo. Outros em
que se estudam as relagdes entre aptiddes especificas e a compreensdo basica
de niimeros racionais.

Em 1831, De Morgan (citado por Kieren, 1980b) escreve que as
fraccdes constituem um topico extremamente dificil, considerando o conceito
de fraccdo como um conjunto de algoritmos, particularmente a adi¢cdo. Uma
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analise dos programas curriculares vigentes até 1991, permite ver como estes
reflectem esta posigdo que Kieren chama de conhecimento superficial
(behavioral surface) do constructo de numero racional. Este autor considera
esta visdo, em que faltam a nivel mais elevado constructos de suporte, como
responsavel pela incapacidade funcional do sujeito em lidar com os numeros
racionais.

Mais tarde (anos 70), o movimento da matematica "moderna" procura
alterar esta situago e o que se observa nos curricula e nos manuais escolares é
a focalizagio no quociente e na equivaléncia de fracgdes, mas ainda sem
preocupagdes de interligar os diversos constructos, isto €, os conceitos sdo
desenvolvidos isoladamente. De certo modo, manteve-se uma perspectiva
superficial de conhecimento.

Quando se fala do conhecimento que os alunos tém dos numeros
racionais, habitualmente pensa-se no dominio que possuem de situagdes parte-
todo e de determinadas relagdes, como equivaléncia e ratio. Os numeros
racionais s3o fundamentais na medigdo de quantidades continuas e estdo
também envolvidos em comparag¢les quantitativas de duas grandezas (ratio).
As concepgdes dos alunos sobre os nimeros racionais decorrem das suas
ideias de frac¢do e razdo (ratio) e ainda sobre os decimais que sdo também
importantes no desenvolvimento daquele conceito.

No estudo da didactica dos nimeros racionais deve ter-se presente a sua
definicdo em matematica - elementos de um campo quociente infinito,
consistindo em classes equivalentes infinitas e os elementos dessas classes
equivalentes sdo fracgdes - mas ainda o papel que assumem em situagSes reais
e em situagdes de aprendizagem.

Do ponto de vista da historia da matematica a construgdo dos niimeros
racionais foi tardia. Por outro lado, quando as frac¢des sdo aplicadas a
situagdes do mundo real sfio vistas do ponto de vista pedagdgico e entlo
assumem numerosas "personalidades" (Behr, Harel, Post & Lesh, 1992).

Vergnaud (1983) considera que o principal problema para os alunos ¢é
que os numeros racionais sdo nimeros e as entidades envolvidas nas estruturas
multiplicativas nfo sdo numeros "puros" mas medidas e relagdes. O autor
salienta ainda que os numeros racionais tém um duplo sentido: sdo
quantidades e, assim podem ser adicionadas - estruturas aditivas - mas sdo
também fungdes (relagdo entre quantidades) que podem ser compostas (1/2 de
2/3 de uma dada quantidade é 2/6 da quantidade inicial) apresentando entio
uma estrutura multiplicativa. Com os numeros inteiros ¢ possivel aplicar o
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numero a quantidades discretas, com os nUmeros racionais a quantidades
continuas.

Segundo Ohlsson (1988), apesar das dificuldades associadas as
fracgdes, serem essencialmente de natureza semdntica (por exemplo: "qual a
significagdo de 2 combinada com a de 3 para gerar a significagdo de 2/37"),
sdo também resultado de muitas ideias relacionadas entre si que so
parcialmente sdo sobrepostas.

O ensino e a aprendizagem dos nGmeros racionais constitui um
problema para professores e alunos. Como consequéncia dos maus resultados
dos alunos no desempenho de tarefas com niimeros racionais alguns teéricos e
também professores tém vindo a defender o adiamento da sua introdugéo para
niveis mais elevados de idade, nomeadamente para o periodo das operagdes
formais. E claro que esta posigio nfo considera como uma alternativa a
possibilidade de um ensino melhor para criangas mais novas.

O conceito de nimero racional ¢ dos mais complexos e importantes que
os alunos do ensino basico estudam. A importincia do seu estudo pode ser
vista segundo vérias perspectivas: a) numa perspectiva pratica porque a
capacidade de lidar com estes conceitos melhora a capacidade para
compreender e tratar com situagdes do mundo real; b) numa perspectiva
psicologica porque providenciam um campo no qual as criangas podem
desenvolver e expandir as estruturas mentais necessarias ao desenvolvimento
intelectual; ¢) numa perspectiva matematica, porque a compreensdo destes
conceitos constitui a base na qual assentam mais tarde as operagdes algébricas
(Behr et al., 1983).

Muitas dificuldades em algebra podem ser devidas a uma incompleta
compreensdo de ideias adquiridas anteriormente sobre fracgdes.

Os numeros racionais permitem trabalhar uma variedade de situagGes
do mundo real e estdo relacionados com outros conceitos matematicos como
0S8 NUMEros intéiros, nimeros reais, medida, transformagdes geomeétricas,
algebra, etc.

E neste sentido que consideramos importante continuar a investigar
nesta area, tentando conhecer melhor as concepc;c”)es dos alunos, tendo em
vista o desenvolvimento de novas didacticas.

2.3.2 Defini¢des e Natureza dos Numeros Racionais, segundo Kieren

Numa primeira analise dos nimeros racionais Kieren (1976) considera
sete interpretagdes: fracgdes, decimais (como extensdio natural dos nimeros
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inteiros), classes equivalentes de fracgdes (1/2, 2/4, 3/6, ...), medidas (pontos
numa recta numeérica), quocientes (nimeros na forma x = p/g em que x
satisfaz a equagdo gx = p), operadores (sdo operadores multiplicativos que
aumentam, diminuem) e niimeros ratio (sdo numeros na forma p/gem quep e
q sdo inteiros e g # 0). Deste conjunto de conceitos, salienta cinco ideias que
representam cinco padrdes de pensamento, que nfo sdo matematica, nem
psicologicamente independentes: parte-todo, quociente, medida, ratio e
operador.

Segundo Kieren (1988) falar dos nimeros racionais implica considerar
a sua natureza: multiplicativa (sistema de composicdo de operadores) e aditiva
(sistema de "vectores"). Esta dupla natureza faculta uma fonte de modelos
matematicos para quatro importantes situagdes da vida real: na medida de
fenomenos continuos, na divisdo de quantidades continuas (lado aditivo), na
quantificagio de certas comparagOes qualitativas, como as misturas ou quando
algebricamente relaciona qualidades como a distdncia ou o tempo (lado
multiplicativo). Os sistemas simbolicos associados com os racionais, fracgdes
ou decimais, sdo uteis na descri¢éo de situagdes parte-todo.

Nesta altura, os programas curriculares apresentavam o0s numeros
racionais, em particular as suas representagdes, na forma de fracgdo e de
decimal, e na sua introdugdo enfatizava-se o conceito parte-todo.

Piaget, Inhelder & Szeminska (1973) considera que para a compreensdo
operacional da componente espacial parte-todo da fracgfio sdo necessarios os
seguintes critérios:

1- a regido "todo" ser vista como divisivel,

2- 0 "todo" pode ser dividido em qualquer numero de partes que seja
preciso;,

3- o conjunto das partes deve corresponder ao "todo" (a crianga apds
uma dada partilha ndo pode ignorar as restantes partes)

4- o numero de partes ndo corresponde necessariamente ao nimero de
cortes;

5- as partes tém de ser iguais em tamanho;

6- as partes devem ser vistas como um todo (um sexto de um todo pode
ser obtido dividindo cada metade em tergos)

7- o todo é conservado, mesmo quando ¢ cortado em pegas.

Na discussdo sobre como as criangas adquirem e usam o conceito de
nimero racional, numa primeira conceptualizago, Kieren (1980a) argumenta
que ¢ necessario considerar quatro subconstructos: medida, quociente, ratio e
operador, em que os dois ultimos formam a base para a natureza multiplicativa
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dos nameros racionais. Defende ainda que na base da construg¢do destes
subconstructos estariam dois processos ou mecanismos construtivos: a particdo
e a equivaléncia, como se pode ver na Figura 4. Os alunos capazes de realizar a
particio s3o também capazes de realizar comparagdes e de reconhecer
equivaléncias.

[vcitaa] — [Guociene] — (Aot | — [Gperador]
\W

Figura 4 - Os Subconstructos e os Mecanismos Construtivos dos
Numeros Racionais

Posteriormente, Kieren (1988) ao teorizar sobre a construcdo do
conhecimento matematico, identifica cinco faces (o aspecto matematico, o
psicolédgico, o uso da linguagem, o visual e os mecanismos construtivos). O
mecanismo construtivo indica a importdncia de certos instrumentos de
pensamento na constru¢io proto-matematica e dos objectos matematicos (a
contagem é o mecanismo construtivo classico usado na construgdo do
conhecimento dos niimeros inteiros).

O aspecto visual refere-se ao papel que as imagens fisicas, figurais e
mentais tém na construcdo e na aplica¢do das ideias matematicas.

A linguagem tem uma fungfo de orientagio, mas o seu uso informal néo
orienta para um conjunto de frases formais, antes € utilizada em acgdes, em
pensamentos no sentido concreto e associada a imagens. Kieren (1988) fala-nos
do "uso informal da linguagem" que pode incluir, mas ¢ diferente do "uso da
linguagem informal", argumentando que é o referente e a relacdo com a
accio/objecto/pensamento que determina a formalidade.

Na construcio do conhecimento dos niimeros racionais, a equivaléncia e
a particBo sio mecanismos construtivos que operam ao longo dos quatro
subconstructos para ampliar imagens e construir ideias matematicas.
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No modelo, que Kieren (1988) chama de "Modelo Intuitivo", a intuigdo
tem um papel fundamental e é caracterizada de acordo com o esquema:

Mecanismos Construtivos

— \

Imagens Uso Informal da
Linguagem

(Adaptado de Kieren, 1988)

Figura 5 - Caracterizagdo da Intuigdo na Construgdo do Conhecimento
Matematico

Segundo o modelo hd um conhecimento. pessoal, nuclear, o
conhecimento etnomatematico (segundo d'Ambrosio, 1985, citado por Kieren,
1988), que ¢é quantitativo, espacial, e/ou padrdo orientado na natureza, que se
constroi porque se vive num dado ambiente (ou aprendemos com um adulto
em relacdo a uma dada tarefa), e nfio ¢ o conhecimento escolarizado, nem ¢
identificado como sendo matematica.

As ideias mais primitivas de frac¢do ou racional ¢ "metade de", "um
quarto" e esta associada ao mecanismo construtivo "dividir equitativamente"
que &, por sua vez, o percursor da nogdo de parti¢do (dividir uma quantidade
em partes de igual tamanho ou nimero). Este conhecimento pode ser
considerado o conhecimento pré-nimero racional.

A parti¢io, que nos nimeros racionais tem um papel semelhante ao
contar nos numeros naturais, estd inicialmente associada a igualdade entre as
partes, posteriormente esti relacionada com a quantidade € o numero (0
tamanho da parté esta relacionada com o tamanho da regifo/objecto e com o
niimero de partes), e, mais tarde, estd ligada a actividade formal de divisdo e
factorizagio. A no¢do de partigdo ¢ ainda fundamental quando um aluno
compara nameros racionais ou procede a sua adi¢do porque estd a comparar
duas parti¢des (quando transforma no mesmo denominador, gera um conjunto
de fracgdes equivalentes).
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No esquema da Figura 6 é possivel visualizar as relagbes entre o
mecanismo construtivo - a particdo - e outros conceitos fundamentais na
constru¢do do conhecimento pré-numero racional.

@omparagﬁu de frac;ﬁes)

(Adiggio de fraccies)

|

qualdade entre as parte@

G{elacﬁu tamanho da regiﬁg Particdo
ounbjecto/n?® de partes

m meio Dividir equitativamente
Qv eq >

Figura 6 - Relag#o entre a Parti¢8o e outros Conceitos Associados ao
Conhecimento dos Numeros Racionais

O esquema da reversibilidade, a capacidade de lidar com a incluséo de
classes, com a comparac¢io de dois conjuntos de dados e a proporcionalidade
constituem mecanismos necessarios ao desenvolvimento do conhecimento dos
nimeros racionais. A aquisi¢io da nogdo de inclusdo de classes parece central
na capacidade de identificar a unidade, aspecto considerado chave nos
subconstructos parte-todo, quociente e medida.

A comparagdo de dois conjuntos assume um papel importante no
desenvolvimento das classes equivalentes, particularmente na composi¢do de
operadores, e finalmente o esquema da proporcionalidade que é fundamental na
nocio de ratio e equivaléncia.
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Na Figura 7 esquematiza-se a hipdtese proposta pelo autor
relativamente a relagio dos subconstructos dos nimeros racionais com outros
conceitos matematicos.

| Equivaléncia |
T
@ropnrcionalidade) RACIONAIS

@umparagz‘io de co /

niuntos) '
—

/

Enclusﬁn de classes) l
q_‘-\_‘—‘-_-\' ol 1,
(Identificagdo da Unidade)

Figura 7 - Relagdo entre os Subconstructos dos Numeros Racionais e
outros Conceitos Matematicos

Como consequéncia dos seus estudos, Kieren conclui que ha um
pensamento padrdo sobre os racionais que esta presente quando um sujeito
esta a construir o conceito geral - nimero racional - e que é sustentado pelo
uso de mecanismos construtivos (experiéncia) e de desenvolvimento
(maturagio).

Freudenthal (1973) sugere que o conhecimento do numero racional
reenvia para a nogdo de divisdo e considera também que o sujeito constréi o
conceito de numero racional usando os mecanismos da particio e da
equivaléncia.

Relativamente a nogdo de equivaléncia, Kieren (1980a) argumenta que
se desenvolve de um nivel informal para um nivel mais formal. Inicialmente
assume uma forma aditiva e quantitativa (por ex: face a pergunta "quanto é 3/4
mais 1/2?" normalmente uma crianga responde "1/2 é 1/4 + 1/4 e tomo mais

1/4 para 1 e ainda tenho mais 1/4, entdo é 1%"), para mais tarde se focalizar

nos pares e finalmente se fixar no reconhecimento de que a equivaléncia
significa uma classe inteira de fracgGes.
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Os quatro subconstructos e os dois mecanismos vdo-se desenvolvendo
ao longo do tempo no sujeito, entdo a cada um deles estaria associada uma
estrutura cognitiva. Kieren (1980b) argumenta que o dominio completo do
conceito de namero racional requer ndo s6 a compreensio progressiva de cada
um desses subconstructos mas também a compreensdo de como os varios
subconstructos se interrrelacionam.

E, assim, que partindo daqueles mecanismos e constructos primitivos se
vdo desenvolvendo os subconstructos do numero racional baseados na
experiéncia € que podem ser vistos como uma variedade matematica desse
conceito. A interpretagio medida que implica seleccionar a unidade
conveniente, cobrir a regido com réplicas da unidade e proceder a contagem
destas. Se nfo é possivel revestir totalmente a regido, entdo, a parte ndo
coberta ¢ dividida e uma das partes € agora usada como padrio para cobrir a
parte restante e este processo repete-se se aquela parte nio foi ainda totalmente
revestida. Ha naturalmente uma correspondéncia entre essa particdo e a sua
representagfio numérica e simbolica.

Os numeros racionais também podem ser pensados como quocientes,
isto é, o numero x que satisfaz a equagdo ax = b, em que a e b sdo nimeros
inteiros € a # 0, € um numero racional. Os niimeros racionais surgem assim
como respostas a questdes de divisdo e estio mais enraizados na experiéncia.

Os nimeros racionais sdo também nuimeros ratio quando se afirma que
numa mistura de 1 colher de agucar para 3 de dgua, "um quarto" € agucar.
Kieren chama a atengfio para o facto de neste subconstructo a equivaléncia
assumir um significado multiplicativo (o dobro, o triplo) com um caracter de
"semelhante” mas ndo de "o mesmo". Assim, a medida 3/4 ¢ 6/8 de uma
unidade representa o mesmo, mas a razdo 3 para 4 e 6 para 8, apesar de
semelhantes, correspondem a fenémenos diferentes.

Os nimeros racionais podem ser definidos como operadores (por ex:
posso usar o operador 1/3 para traduzir uma parte de um canteiro dividido em
trés partes iguais, ocupar 1/4 dessa parte com malmequeres e traduzir a
situagdo dizendo que os malmequeres semeados ocupam 1/4 de 1/3, ou seja,
1/12 do canteiro), Este subconstructo da origem a estrutura multiplicativa dos
numeros racionais.

Finalmente um outro subconstructo dos nimeros racionais - a
componente parte-todo - que, por um lado, d4 origem ao nome fracgio
(nimeros quebrados). E também do contraste parte-todo que deriva a
linguagem dos nimeros racionais (3/4 - trés-quartos e ainda 0.75 - setenta e
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cinco centésimas). Esta linguagem ¢ baseada na ideia de um par ordenado que
resulta do contraste parte-todo.

No curriculum portugués, vingente na altura deste estudo, o constructo
parte-todo assume o papel central € o conceito de nimero racional so é
relacionado com os niimeros quando € posto num contexto de medida e a sua
conexio com o lado multiplicativo dos racionais é incidental. Mas, a crianga
pode ser capaz de dizer "trés-quartos” para representar uma dada situacfo e
ndo ser capaz de dizer se as partes tém o mesmo tamanho ou ainda de realizar
a significincia quantitativa de "trés-quartos". Kieren considera como
inapropriada a experiéncia com este subconstructo apenas, sem relagio com os
anteriores, 0 que levaria a uma compreensdo insuficiente dos numeros
racionais. '

No modelo tedrico apresentado para a construgdo do conhecimento
matematico, Kieren (1988) fala da existéncia de uma rede ideal e pessoal
sobre o conhecimento do nimero racional. Nesta rede considera seis niveis de
conhecimento em que o primeiro se refere a constructos locais e restritos, de
nivel factual, o segundo compreende os constructos de parti¢do, equivaléncia e
identifica¢do de unidades divisiveis, no terceiro inclui os constructos medida,
quociente, ratio e operador. No quarto considera o conhecimento das relagdes
escalar e funcional de que dependem o conceito de frac¢do e de equivaléncia,
no quinto ocorre a sintese de todos os constructos acompanhada da construcéo
do campo conceptual multiplicativo. O nivel de conhecimento mais elevado,
em que os numeros racionais sfo vistos como elementos de um campo de
quociente infinito, permite ndo sé provar teoremas, mas também explicar
varios fenémenos de todos os niveis anteriores.

Kieren (1988) descreve ainda o conhecimento dos niimeros racionais
como obedecendo a uma estrutura constituida por quatro anéis concéntricos,
em que o primeiro consiste no conhecimento basico que se adquire como
resultado de se viver num determinado ambiente - o que d'Ambrosio (1985,
citado em Kieren, 1988) chama conhecimento etnomatematico. O segundo
anel reenvia para um nivel de conhecimento intuitivo ¢ segundo Kieren a
escola deve partir deste saber adquirido na experiéncia do dia-a-dia para a
aquisicdo do saber. O terceiro refere-se a linguagem, aos simbolos e aos
algoritmos. Finalmente o quarto representa o conhecimento axiomatico.

O modelo que se pretende dindmico e interactivo, assume que um aluno
compreende 0s numeros racionais quando é capaz de dominar qualquer um
dos quatro subconstructos e interrelaciona pensamento e acgfio de um nivel
com pensamento e ac¢do de outros niveis. Salienta ainda que a questio da
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hierarquia nfo "se coloca tdo explicitamente, realgando que sio os
subconstructos no seu todo que formam a base para o amadurecimento do
funcionamento e nio cada um tomado individualmente.

2.3.3 Defini¢des e Natureza dos Numeros Racionais, segundo Behr, Lesh, Post
& Silver

Para a compreensio dos niimeros racionais foram identificados sete sub-
constructos (Behr et al., 1983): o nimero racional como decimal, como uma
relacdio parte-todo, como ratio, como quociente (indicando uma divisdo), como
operador e ainda como medida de quantidades continuas ou discretas.

A compreensio de numero racional implica nfo s6 a compreensédo de
cada um dos subconstructos mas também do modo como se interligam.

Behr et al. (1983) redefinem as categorias de Kieren (1976) propondo
que os nimeros racionais podem ser interpretados através de, pelo menos, sete
‘subconstructos (fazem a distingdo entre ratio e rate), que se descrevem a
seguir:

-Fraccdio (fraccional measure) - corresponde & reconceptualizagio da
nocdo parte-todo, isto €, quanto ha de uma quantidade relativamente a uma
dada unidade dessa quantidade. Quando se diz 2/3 (dois ter¢os) de um
chocolate, "tercos" refere-se ao objecto a contar e "dois" & quantidade a ter em
conta. As fraccSes nem sempre descrevem relagdes parte-todo. Por exemplo, se
se diz 3/2 de uma pizza, a "parte" é maior do que a unidade ou ainda quando a
fracciio é usada para descrever conjuntos de objectos discretos mais do que
quantidades continuas a unidade pode ndo ser singular.

-Decimal - sdo enfatizadas propriedades associadas com o sistema de
numeracdo decimal (os numeros racionais sfio representados na base 10
reproduzindo decimais).

~ -Ratio - quando 2/3 se 1& "dois para trés" est4 a indicar-se a relagdo entre
duas quantidades distintas, por exemplo, bombons para meninas (raramente se
adicionam).

-Rate - define uma nova quantidade como uma relagio entre duas outras
quantidades, por exemplo a velocidade relativamente & disténcia e ao tempo.
Quando se diz "2/3 km por hora" entende-se 2/3 como coeficiente para o ratio
de duas quantidades. (os rate podem ser adicionados mas os ratios ndo).
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- Quociente - indica quociente, isto €, a/b é interpretado como a a dividir
por b. Por exemplo: ha 2 bombons e 3 meninos e se os bombons sdo divididos
igualmente pelas 3 criangas, quanto cabe a cada um? 2/3 1é-se "2 a dividir por
3" e / significa divisdo, o que acontece em determinadas situacdes como
(m~+n)/p=x ou quando se pretende transformar 2/3 em decimal.

- Operador - corresponde ao conceito fun¢do do nimero racional,
funciona como um transformador para formas geométricas (por exemplo, em
ampliagGes), para medidas quantitativas (ex: cémbios), para nimeros ou
conjuntos.

- Coordenada linear - corresponde a interpretacdo medida de Kieren. Os
numeros racionais sfo interpretados como pontos numa recta numérica (ex: 2/3
¢ visto como um ponto na recta numérica). Neste contexto, os numeros
racionais sio um subconjunto dos numeros reais, mais do que apenas uma
extensdo dos nimeros inteiros. No sistema de coordenadas cartesiano 2/3 pode
ser visto como uma linha que contem todos os pares ordenados (x,y) em que x/y
=2/3. |

Estes autores defendem que os conceitos parti¢éo e parte-todo (baseado
em quantidades continuas e discretas) sdo constructos fundamentais no
desenvolvimento do conceito de niimero racional e devem ser ponto de partida
para o ensino dos outros subconstructos. Sugerem ainda que o subconstructo
ratio ¢ o mais natural para desenvolver o conceito de equivaléncia e os

subconstructos operador e medida para o desenvolvimento da compreensdo da
multiplicagdo e da adi¢fo, como se esquematiza na Figura 8.

Particdo e Parte-Todo

] R
Ratio | Operador Quociente \ Medida
Equivalénciaj Multiplicagdo Resolugdo Problemas Adigdo

Adaptado de Behr et al. (1983)

Figura 8 - Esquema Conceptual para o Ensino dos Numeros Racionais
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Lesh, Landau & Hamilton (1983) propdem uma estrutura tedrica no
sentido de contribuir para a compreensio do desenvolvimento dos modelos
conceptuais das criangas, em particular, na aprendizagem dos niimeros
racionais.

Esses autores definem modelo conceptual como sendo uma estrutura que
consiste em:

1) redes intra-conceitos de relagdes e operagdes que o aluno deve
coordenar de modo a fazer julgamentos sobre o conceito;

2) sistemas inter-conceitos que ligam e/ou combinam as redes intra-
conceitos;

3) sistemas de representacdes (ex: simbolos escritos, linguagem oral,

modelos figurais estaticos - esquemas, graficos, diagramas, modelos
manipulativos - materiais concretos, ou guides (scripis) do quotidiano)

combinados com sistemas de transferéncias entre os diversos modos e as
transformacdes intra-modos de representacio;

4) sistemas de modelagdo de processos, isto &, ‘mecanismos dinimicos
que permitem o desenvolvimento dos trés primeiros componentes e a sua
adaptacdo a situagdes reais. ,

Os dois primeiros componentes do modelo reenviam para 0 que se
chama a compreensdo da ideia do aluno. Os sistemas representacionais tém a
ver com os diferentes aspectos da estrutura do conceito, distinguindo-se pela
sua capacidade em manipular de um modo simples e economico ideias e dados
relevantes. O quarto componente contém processos que tornam possivel a
adaptacdo da situacdo real 4 compreensdo existente e vice-versa e ainda a
mudanca do modelo de modo a preencher lacunas, eliminando inconsisténcias
internas e resolvendo conflitos dentro do proprio modelo.

As componentes 1 (redes intra-conceito) e 3 (sistemas de representagfo)
dos modelos conceptuais sio preponderantes na aprendizagem dos nimeros
racionais. Os sistemas de representa¢io foram desenvolvidos por Lesh (1979,
citado em Behr et al., 1983) que considera as relagdes entre eles interactivas e
ndo lineares.

48




As transferéncias entre os diferentes modos e dentro do proprio modo
representacional sdo explicitadas através da Figura 9.

\\\\ //

situagdes do

mundo real
et

Modelo adaptado de Behr et al. (1983)
Figura 9 - Um Modelo Interactivo para usar Sistemas Representacionais

Nos modelos conceptuais dos niimeros racionais os sistemas inter-
conceitos tém trés componentes: 1) redes intra-conceito associadas as
diferentes interpretages dos nimeros racionais (ex: fracgdes parte-todo, ratio,
rate, decimais e operador), 2) ligacdes entre essas redes (incluindo
compreensdo da semelhanga e/ou diferenca das interpretagSes); 3) operagOes
que, entre outras coisas, tornam possivel a transformagdo de um dado niimero
racional em diferentes formas.

Os sistemas inter-conceitos estabelecem a ligagdo entre as ideias dos
niimeros racionais e outros conceitos como a medida, a divisio dos niimeros
inteiros e os conceitos de geometria intuitiva relacionados com a 4rea e a recta
numeérica.

Nas criangas mais novas aqueles sistemas inter-conceitos associados
aos numeros racionais estio ainda pouco organizados e nfio completamente
formalizados.

2.3.3.1 Compreensdo da Ordem e da Equivaléncia nos Nimeros Racionais

Num estudo realizado por Post, Wachsmuth, Lesh & Behr (1985) com
alunos do 4° ano de escolaridade sobre a compreensdio da ordem e
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equivaléncia dos-numeros racionais foram identificados padrdes em estratégias
de resolucdo de tarefas. Estes autores propdem assim trés caracteristicas de
pensamento que estariam relacionadas com o desempenho de tarefas
envolvendo a ordem e a equivaléncia:

- flexibilidade de pensamento na coordenagdo das translages entre os
modos de representacdo dos niimeros racionais;

- flexibilidade de pensamento nas transformag¢des no mesmo modo de
representacao;

- raciocinio que se vai tornando cada vez mais livre da concretizacgo.

No primeiro caso a compreensdo inicial de frac¢fo (simbolizada pela
forma m/n ) das criancas deriva, nio dos numeros naturais m e n, mas das
concretizagdes através de figuras que sdo divididas em »n partes iguais com m
partes sombreadas ou de um conjunto # de objectos com m deles cobertos.

Para que possam fazer um juizo sobre a relacdo de ordem entre duas
fracgdes como 2/5 e 2/3 a crianga tem de reconhecer que a parte mais pequena
da unidade (por ex: numa regidio circular) é sombreada. Ora segundo os autores
este processo de translacdp ndo é facil. Uma resposta que revela compreensdo
é: "dois quintos é menor que dois ter¢os porque ha duas partes em cada, mas as
partes em dois quintos sdo mais pequenas, logo uma quantidade mais pequena
da unidade fica sombreada em dois quintos”. E a esta coordenaciio de
informacdo que os autores referem como coordenacdo entre modos de
representacdo de simbols matematicos para concretizacio de fraccdes.

No segundo caso - flexibilidade de pensamento para fazer
transformacdes no mesmo modo de representagdo - operar com simbolos
matematicos significa ser capaz de operar no modo simboélico e as operacOes
com concretizagdes de fracgdes requer transformagdes dentro desse sistema.
Por exemplo: para resolver 4/6 = ... /3 dentro do sistema simbolico pode ser
feito através do algoritmo dividir 4 e 6 por 2. Ou reconhecer que 4/6 = 2/3 pode
ser feito da mesma maneira. Este transformac¢fo envolve assim uma reparti¢éio
fisica ou mental, isto €, imaginada.

A compreensfo requer entfio as seguintes fontes de informacgdo: a
observacdo de que 4/6 e 2/3 tém igual quantidade coberta, a translacdio de
quatro em seis - (4)/6 em 4/6 e de dois em trés (2)/3 em 2/3 e ainda a
capacidade para fazer a inferéncia 4/6 = 2/3. A facilidade com que a crianga faz
todas estas transformacdes estd relacionada com a sua capacidade de
compreensdo das questdes do nivel simbolico da ordem e equivaléncia de
fracgdes.
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Para o terceiro caso - progressiva independéncia do pensamento
relativamente as concretizacBes - 0s autores tomam o seguinte exemplo:
ordenar 5/6 e 2/3. As criancas poderfio eventualmente serem capazes de emitir
um juizo baseado na relacdo (ratio) entre 5 e 6 e entre 2 e 3 sem fazer a
inferéncia a partir de uma figura. Isto requer que observem que 5/6 €
relativamente maior que 2/3 independentemente da unidade escolhida.

Post et al. (1985) sugerem que a necessidade de compreender 0s
conceitos do numero racional conduz as criangas a acomodagdes sucessivas de
abstrac¢des e 0 pensamento que inicialmente estaria direccionado para ac¢Oes
de concretizagio deve tornar-se sucessivamente mais independente destas.
Estes autores consideram que a flexibilidade de pensamento nas transformagdes
a nivel das concretizacdes e nas transformagdes a nivel das formas simbolicas
constitui uma aptiddo bésica cognitiva no sucesso das tarefas que envolvem
ordem e equivaléncia de frac¢des e que as criangas que tém dificuldades com as
transformacdes a nivel concreto também quase sempre t€m dificuldades em
realizar transformacdes significativas com simbolos matematicos.

A compreensio dos alunos sobre a ordenagdo dos niimeros inteiros pode
dificultar a compreensio da ordenagdo com fracgdes. Os métodos de
comparagdo utilizados para os numeros inteiros sdo inadequados para tratar
com as tarefas de ordenacdo com fracgdes. Neste caso ¢ exigido ao aluno um
grau de compreensdo mais complexo que envolve:

- entender que o tamanho da fracgdo depende da relagdo entre os dois
nimeros inteiros que compdem a fracgdo (ratio);

- ha uma relaco inversa entre o niimero de partes em que O todo &
dividido e o tamanho de cada parte;

- quando as frac¢des tém denominadores iguais, h4 uma relacdo directa
entre o niumero de partes consideradas e a ordem das fraccdes;

- quando as fracgdes tém numeradores e denominadores diferentes, as
decises acerca da sua ordem exige o uso extensivo e flexivel da equivaléncia
de fraccoes;

_ a densidade de numeros racionais implica a nogdo de que ndo ha
proximo o que vai contra a propria intui¢éo (Post et al., 1985).

Por outro lado, a linguagem pode também contribuir para algumas
incompreensdes. Assim, a palavra "mais” pode significar "mais partes” num
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todo dividido ou "mais 4rea" coberta por cada parte e "mator do que" pode
significar um maior niimero de partes no todo que foi dividido ou uma fracgio
de maior tamanho.

2.3.3.2 Os Subconstructos Parte-Todo e Medida

A interpretacdo parte-todo do numero racional depende directamente da
capacidade para dividir uma quantidade continua ou um conjunto de objectos
discretos em sub-partes ou conjuntos de igual tamanho.

Como acima se referiu, Kieren considera este subconstructo como um
importante constructo gerador de linguagem. Ha uma primeira compreensio
do significado de "um meio", em criangas do primeiro e segundo ano de
escolaridade.

O subconstructo parte-todo, baseado em quantidades continuas ou
discretas, constitui um constructo fundamental para o desenvolvimento do
conceito de numero racional. E considerado como o mais natural para criangas
e 0 mais Gtil na introdugdo da adigdo de fracges, segundo Ellerbruch & Payne
(1978) (citado por Behr et al., 1983).

Os modelos mais usados para representar fracgdes sdo a dobragem de
folhas de papel, o rectdngulo e o circulo, que envolve a compreensio da nogéo
de area, conjuntos de objectos discretos e a recta numeérica.

Os estudos de Novillis-Larson (1980, citado por Behr et al., 1983)
realizados com criangas do 7°ano de escolaridade, em que foi usado o modelo
da recta numérica demonstraram a dificuldade dos alunos em percepcionar a
unidade de referéncia, particularmente quando o comprimento da recta tem
duas unidades, 25% usam a linha toda como unidade. Os resultados indicam
ainda que as criangas ndo associam "um tergo" ao ponto da recta em relagdo ao
qual a divisdo faz corresponder "dois sextos".

Os trabalhos de Hiebert & Tonnessen (1978, citado por Behr et al,
1983) concluem que as criangas realizam melhor as tarefas que envolvem
varidveis discretas do que as que envolvem varidveis continuas, ao contrério
dos estudos de Piaget, Inhelder & Szeminska (1973). Recorde-se que as
tarefas consistiam em dividir igual e completamente uma quantidade por
animais. Uma explicagdo possivel, segundo Behr et al. (1983) é que as tarefas
com quantidades continuas requerem um esquema antecipatorio bem
desenvolvido, enquanto que as tarefas com quantidades discretas podem ser
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resolvidas simplesmente por particio. Podem ser resolvidas sem que o conjunto
seja visto como um todo e sem antecipar a solugo final.

Por outro lado, as estratégias usadas pelas criangas em tarefas que
envolvem quantidades discretas sdo marcadamente diferentes das que utilizam
nas tarefas de quantidades continuas o que leva Behr et al. (1983) a pensarem
que as estruturas cognitivas na resolu¢do de problemas com numeros racionais
relativas a um modelo discreto sdo diferentes das que se referem a um modelo
continuo.

2.3.3.3 O Numero Racional como Ratio

Quando se fala em ratio estd a traduzir-se uma relagdo que se refere a
no¢do de uma grandeza relativa. Mais precisamente, considera-se um indice
comparativo mais do que um nimero. Uma razdo ¢ vista como um par de
valores para uma fungfio linear (ex: quando se diz que na turma A ha cinco
raparigas para sete rapazes estd a definir-se uma fung:é‘io linear v = f(x) com
declive 5/7).

Se duas razdes sdo idénticas isso significa que estio na proporgdo de
uma para outra. Em Matematica, uma propor¢do € uma igualdade entre duas
razdes (ex: para o tridngulo [ABC] a razdo entre a base e a altura pode ser a
mesma que a razdo entre a base e a altura no tridngulo [DEF] - neste caso um
tridngulo é proporcional ao outro), mas no discurso do quotidiano refere-se
normalmente a "uma parte em relagio a um todo". Por exemplo, quando numa
dada classe ha 15 alunos e 5 sdo raparigas, diz-se que a propor¢o de raparigas
é de 5 para 15 (5/15).

Uma razdo traduz quanto ha de uma quantidade em relagdo a outra
quantidade (por exemplo, a razdo de raparigas e rapazes numa classe), em que
o primeiro elemento se refere & primeira quantidade, o segundo & segunda e o
valor da razdo é a expressio numérica da comparagio.

Segundo Ohlsson (1988) ha ainda que distinguir ratio interno (que
relaciona duas medidas da mesma dimensdo, por exemplo, o tamanho de
Lisboa em relacdo ao de Setibal ou o ratio do comprimento e da largura de um
rectangulo) e ratio externo (rate), que diz como € que uma quantidade cresce a
medida que o tempo passa, isto é, relaciona medidas de diferentes grandezas,
(por exemplo, o niimero de quilometros percorridos em relagdo a um tempo).
Segundo Streefland (1982) rate relaciona uma quantidade que ¢ medida em
relacdo a outra quantidade, como o tempo.
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Nos programas curriculares portugueses, ndo ¢ apresentada aquela
distin¢do, a palavra usada ¢ sempre a mesma - razio.

E possivel considerar ratios em que as duas quantidades se referem a
diferentes aspectos do mesmo objecto (ver os exemplos anteriores) e ratios em
que as duas quantidades se referem a objectos diferentes (ex: quando se
comparam as populacdes de dois paises) e neste caso deve ser ratio interno
enquanto no primeiro pode ser interno ou externo (ex: ndo posso comparar o
peso de um livro com o comprimento de outro livro).

Para as quantidades discretas, o ratio exprime quantos elementos ha no
primeiro conjunto para cada elemento do segundo conjunto; para as
quantidades continuas, exprime quanto ha da primeira quantidade para cada
unidade da segunda quantidade.

E possivel usar o 7atio num conjunto de situagdes, como: a) achando o
dobro ou a metade; b) multiplicar por um niimero inteiro; c¢) dada a razdo por
unidade, aplicar essa razdo; d) encontrar a razdo por unidade e aplica-la; €)
ampliar um desenho na razio de 2:1, 3:2, 5:3, etc; f) calcular uma razéo (ratio)
a:b usando uma quantidade intermédia, ¢, isto é, dando a relagdo de a para c,
b para c; g) usar um multiplicador fraccionario e h) em percentagens simples.

Relacionado com o conceito de razio estd o de proporgdo e
naturalmente o raciocinio proporcional. De acordo com Piaget & Inhelder
(1975) o que caracteriza o raciocinio proporcional é o que diz respeito a uma
relagdo entre duas relagdes, a chamada relagdo de segunda ordem. Karplus,
Pulos & Stage (1983) sustentam que o raciocinio proporcional deve envolver a
relagdo linear entre duas varidveis (Y=mX e ndo Y=(a/b)X+n), entdo, tarefas
caracterizadas pela relagdio Y=mX sdo consideradas como tarefas relativas a
proporgdes. A proporcionalidade estd ligada & compreensdo da fungfo linear,
nogdo mais geral de isomorfismo de medidas, adoptada por Vergnaud.

Noelting (1980a; 1980b) estudou o raciocinio proporcional com tarefas
que requeriam do sujeito a comparagdo de dois ratios (concentrado de laranja
e dgua, para preparar bebidas com o mesmo ou diferente sabor), mais do que
calcular uma resposta que produz um dado ratio. O autor usou o "Orange
Juice Test" que consiste em 25 itens (copos de dgua e sumos de laranja -
modelo discreto) para investigar a capacidade dos sujeitos, de 6 a 16 anos de
idade, em comparar ratios. Cada item requer do sujeito comparar o sabor de
uma mistura de sumo de laranja, feita com uma certo numero de copos de
sumo e um certo ndmero de copos de agua.

A resolugdo destes problemas (chamados problemas de comparagio)
conduz a dificuldades semelhantes s encontradas nos problemas a que falta
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um dos valores-(missing value problems) (em A/B = C/D, sdo dados trés
valores e a meta € encontrar o terceiro valor). Assim, o raciocinio dos sujeitos
foi sistematizado em quatro categorias: nenhum uso dos dados, comparagdes
qualitativas, abordagens aditivas e iterativas e calculo de ratios.

Noelting (1980) distingue trés estados de pensamento sobre o ratio que,
apesar de relacionados com a idade, observam-se também diferencas de
pensamento entre os sujeitos que sdo classificados em cada um dos estadios.
Assim, no primeiro estddio os sujeitos ignoram as propor¢des e tomam decisdes
baseadas na comparagdo dos termos (ex: na situagdo de comparar 2 quantidades
de sumo e 2 de 4dgua com 3 quantidades de sumo e 4 de 4gua, uma resposta
correcta pode ser "h4a a mesma quantidade de sumo e 4gua em A mas menos
sumo em B" e uma resposta incorrecta "ha mais sumo em B do que em A").

No segundo estddio as criangas comparam pares ordenados usando
regras multiplicativas. No estadio ITA a crianga compara (3,3) com (2,2) e diz
"3 para 3 e 2 para 2" ou "as bebidas so diluidas igualmente". No estadio IIB a
crianca manipula uma equivaléncia mais geral de pares baseada numa simples
comparacdo multiplicativa ((2,4) vs (6,12) - divide ambos por 3). Contudo, a
crianca nfio vé pares equivalentes como pertencendo a uma classe ou, entdo,
usa procedimentos aditivos ndo conseguindo comparar pares ndo-equivalentes
(ex: (3,1) = (5,2) porque (3,1) = (2,1) +(1,0) e (5,2) = (4,2) + (1,0) e (2,1) € 0
mesmo que (4,2).

No estadio I evidencia-se na crian¢a a ideia de uma classe de pares
ordenados e os jovens conseguem manipular comparagdes gerais através do uso
de um par intermédio (ex: para a situagdo de comparar (3,1) com (5,2), "(3,1) €
o mesmo que (6,2) mas é mais do que (5,2)". No nivel mais avangado - estadio
IIB - os sujeitos usam como pensamento comum gerar pares equivalentes para
comparar.

Na tarefa Paper Clips, em que os sujeitos tinham que explicar como
encontravam a altura da figura do Sr. Tall, medida em clips e usando a altura
das figuras do Sr. Tall e do Sr. Short, Karplus et al. (1983) agruparam os
raciocinios em quatro categorias: incompleta ou nenhum uso dos dados, aditivo
ou relaces de diferenca constante, de transigdo (iterativo, grafico ou ou uso
parcial de proporgdes) e uso explicito de ratios iguais.

Karplus et al. (1983) usaram quantidades continuas e, tal como Noelting,
identificaram varias categorias, vérios niveis de funcionamento cognitivo:
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- categoria I- incompleta, ilogica, operagdes quantitativas inapropriadas;

- categoria Q - qualitativa, ocorre a comparagdo qualitativa das quatro
quantidades dadas, sendo usados termos como mais, menos;

- categoria A - aditiva, conjecturagdo para raciocinio aditivo, mais do
que multiplicativo, os dados so usados para calcular e comparar diferencas;

- categoria P - proporcional, os dados sdo utilizados a um nivel formal
do raciocinio multiplicativo.

Com base nestes estudos Karplus et al. (1983) propdem para o
raciocinio proporcional trés niveis hierdrquicos de estratégias: o nivel mais
elevado envolve a decisio de aplicar a proporcionalidade directa, a
proporcionalidade inversa, o raciocinio aditivo ou outra relacdo numérica; o
nivel médio refere-se ao tipo de comparages numéricas ou combinagdes que
podem ser feitas; o nivel mais baixo diz respeito a realizacdo de operagdes
numéricas que sdo levadas a cabo.

Lesh, Post & Behr (1988) definem raciocinio proporcional como uma
forma de raciocinio matematico que envolve o sentido de co-variagdo e de
comparagdes miltiplas e a capacidade para armazenar € processar mentalmente
vérias pecas de informagfo. Envolve métodos de pensamento qualitativo e
quantitativo. Estes autores referem ainda que o raciocinio proporcional € a
capacidade usada como significativamente marcante na mudanga do nivel
concreto de pensamento para o nivel formal, tal como ¢ defendido pela
psicologia da aprendizagem.

Numa sistematizaciio sobre o tipo de problemas que envolvem raciocinio
proporcional, Lesh et al. (1988), identificam os seguintes:

- problemas a que falta um valor, em A/B=C/D séo dados trés valores e
pretende-se que seja encontrado o quarto;

- problemas de comparagio, em A/B=C/D sdo dados os quatro valores e
pretende-se saber se A/B > C/D, A/B=C/D ou A/B<C/D;

- problemaé de transformacdo, em que é dada a equivaléncia A/B=C/D,
um ou dois dos valores sdo aumentados ou diminuidos e pretende-se saber
como a relacio é modificada (>,<,=), ou é dada uma desigualdade A/B<C/D e o
objectivo é descobrir o valor x, de modo que (A+x)/B=C/D.

- problemas de valor médio (mean value problems), em sdo dados dois
valores e o objectivo é encontrar o terceiro, A/x=x/B;

- proporgdes que envolvem conversdes de ratios para rate, para fraccdes
(ex: o ratio entre o numero de rapazes e de raparigas numa turma ¢ de 15 para
12, que fracgdo da turma sdo rapazes?).
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- propor¢des que envolvem designar unidades e numeros (ex: 3
quilémetros/ 2 segundos = x Km por hora );

- problemas de tradugio Entre-Modo (Between-Mode translation
problems), um ratio (ou rate, ou fracgdo, ou quociente) ¢ apresentado num
dado sistema de representagdo e o objectivo € representar a mesma relagdo
mas usando outro sistema de representagdo.

2.3.3.4 O Numero Racional como Quociente (indicando divisdo e como
elemento de um campo quociente)

Na interpretagio parte-todo dos niimeros racionais o simbolo a/b
representa uma parte de uma quantidade inteira, de uma unidade.

Quando se considera o constructo ratio dos nimeros racionais, o
simbolo a/b representa a relagdo entre duas quantidades. Mas esse mesmo
simbolo pode ser usado para representar uma operagdo, isto é, /b ¢ muitas
vezes usado, em vez de a:b, o que indica uma divisdo (ou o quociente), €
corresponde a outra interpretagdo dos nimeros racionais.

_ Esta assumpgdo traduz um nivel de complexificagdo elevado, na
medida em que aceitar que 6/3 e 3/4 indicam uma divisdo corresponde a
aceitacdo que 6/3 é equivalente a 2 e 3/4 a 0,75.

Por outro lado, os numeros racionais podem ser considerados como
elementos de um campo quociente e, assim, usam-se para definir equivaléncia,
adicdo, multiplicagio e outras propriedades numa perspectiva puramente
dedutiva. Todos os algoritmos sio derivados de equages via propriedades do
campo quociente (Kieren, 1976). E este nivel, como referem Behr et al
(1983), exige estruturas intelectuais, ndo disponiveis em criangas do 2° ciclo
porque relaciona os nimeros racionais com sistemas algébricos abstractos.

2.3.3.5 O Nimero Racional como Operador

Interpretar o niimero racional como operador implica atribuir a p/q uma
interpretagio algébrica, isto ¢, ver p/g como uma fungfio que transforma,
figuras geométricas em figuras geométricas semelhantes mas que sdo p/g
vezes maiores ou ainda um conjunto com n elementos num outro com np
elementos e depois redu-lo a np/g. Se se aplica a um segmento de recta de
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_comprimeto 1 o operador p/q, esse segmento ¢ aumentado para p vezes o seu
comprimento e depois diminuido por um factor g.

Nesta interpreta¢do, o conceito de niimero racional pode ser visto como
uma "maquina fun¢io", segundo Behr et al.(1983). Assim, por exemplo, 2/5 é
visto como uma maquina de 2 para 5, um input de comprimento ou
cardinalidade 5 produz um output de comprimento ou cardinalidade 2.

A interpretagio operador §é particularmente util no estudo da
equivaléncia de fracgdes e na operagdo multiplicagdo. A multiplicagdo de
fracgdes envolve a composi¢do de fungdes.

Virios estudos (Kieren & Nelson, 1978; Kieren & Southwell, 1979)
realizados com o fim de investigar o desenvolvimento dos subconstructos
operador e ratio e a relagdo entre eles, conduziram ao estabelecimento de trés
niveis, para cada um dos subconstructos. A andlise das descri¢des indica que
até aos doze anos de idade as criangas pensam sutractivamente e ndo
multiplicativamente e ainda que as tarefas que envolviam 1/2 eram muito mais
faceis do que as que envolviam outras fracgSes. Segundo os autores a
compreensio da partigio (refere-se a4 divisio de um conjunto em
subconjuntos) e das classes de equivaléncia constitui um mecanismo
importante e subjacente ao desenvolvimento dos constructos ratio € operador.

Numa outra investigagio, Kieren & Ganson (1979b), em que foram
usadas tarefas que envolvem o subconstructo operador e o subconstructo ratio
("orange-juice” de Noelting, 1980), concluem que os alunos capazes de
realizar a particdo conseguem realizar comparagdes e reconhecer
equivaléncias. Por outro lado, inferem que o nivel de pensamento cognitivo
necessario para realizar com sucesso as tarefas envolvendo o constructo
operador ¢ préximo do nivel necessario 4 realizagdo com sucesso das tarefas
com ratio.

2.3.4 Defini¢des e Natureza dos Numeros Racionais, segundo
Vergnaud

Os numeros racionais reflectem um aspecto fracciondrio, mas tém
também um caracter proporcional ou ratio. Vergnaud (1983) considera os
numeros racionais, com o0s seus varios subconstructos, como estruturas
multiplicativas (conjunto das situagdes que requerem uma multiplicagio, uma
divisdo ou uma combinacdo dessas operagdes), sendo particularmente evidente
para os subconstructos ratio e operador.

58




Vergnaud-(1983) integra o conceito de fracgdo e de rafio numa estrutura
de trés problemas-tipo: isomorfismo-de-medidas, produto-de-medidas e
proporgdo multipla.

O isomorfismo-de-medidas constitui uma estrutura em que ocorre uma
proporgdo directa e simples entre dois espago-medida (measure-space) M1 e
M» e abrange um conjunto de situagdes que incluem: divisdo igual (pessoas e
objectos), prego constante, velocidade uniforme ou velocidade média constante,
densidade constante. O autor considera quatro tipos que sdo esquematizados do
seguinte modo:

Esquema I Esquema II Esquema II Esquema IV
M;j My My My M; M, M;i My
1 a 1 x=f(1) 1 =f(1) a b
b X a b=f(a) X b=f{(x)- c X

O primeiro esquema corresponde a chamada multiplicacdo, em que se
pretende conhecer x , sendo dados a e b.

Exemplo 1: O Rui comprou 4 bolos a 70300 cada um. Quanto teve que pagar?

a=170 b=4 Mj=n° de bolos Mp=custo

Observando o esquema e o exemplo, considera-se o operador xb um
operador escalar porque ndo tem dimensdo, ¢ um ratio de duas grandezas da
mesma dimensdo (b bolos é vezes mais do que 1 bolo e o custo de b bolos
também ¢ b vezes mais do que o custo de um bolo). No entanto, pode usar-se 0
operador fungdio que consiste em transpdr b para X, multiplicando por a. Neste
caso o operador tem dimens3o, é o quociente de duas outras dimensdes, por ex:
escudos por bolo.

O segundo e terceiro esquemas referem-se a divisdo partitive e quotitive,
em que se pretende encontrar, respectivamente, f(1) e x, sendo dados a e b.

Exemplo 2: A Joana quer dividir os seus bombons com 2 Ana e a Filipa. A mae deu-
Ihe 12 bombons. Quantos bombons recebera cada uma?

a=3  b=12 Mj=n° de criangas My=ntmero de bombons

Exemplo 3: O Pedro tem 750300 para gastar e gostaria de comprar miniaturas de

carros. Cada um custa 150$00. Quantos carros pode comprar?

a=150 b=750 M=n° de carros Mpj=custo
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O quarto esquema corresponde aos problemas chamados de regra de
trés, em que sdo dados a, b e ¢ e se pretende calcular x que pode estar em
qualquer uma das quatro posigdes. Para Vergnaud, os problemas da
multiplicacdo e da divisdo sdo casos especiais dos problemas de proporgéo
directa.

Exemplo 4: O consumo do meu carro ¢ 5,5 litros de gasolina por 100 km. Quantos
litros de gasolina consome numa viagem de 5000 km?

a=100 b=5,5 ¢=5000 M p=distancias

My=consumo de gasolina

Neste sentido os problemas de multiplicagio e divisdo sdo casos
simples dos problemas "regra de trés".

Os problemas do tipo isomorfismo de medidas envolvem s6 duas
variaveis e ¢ modulado pela funcdo linear, os do tipo produto de medidas e do
tipo propor¢do multipla envolvem trés ou mais varidveis e o modelo da fungio
¢ bilinear ou n-linear.

O produto de medidas é uma estrutura que consiste na composi¢do
cartesiana de dois espagos-medida, M1 e Mp com um terceiro, M3. H4, assim
trés variaveis envolvidas e hd uma forma candnica na escolha das unidades
(por exemplo, no calculo da area de um rectingulo - uma unidade de
comprimento X uma unidade de comprimento = uma unidade de area). O
produto de medidas descreve um conjunto de problemas que dizem respeito a
4rea, a0 volume, ao produto cartesiano e conceitos fisicos como o trabalho.

A proporgio multipla é uma estrutura muito semelhante ao produto de
medidas do ponto de vista das relagdes aritméticas: um espago-medida M3 ¢
proporcional a dois diferentes espagos-medida independentes M1 e Mj
(exemplo: a produgdo de leite de uma quinta ¢ proporcinal ao nimero de vacas
e ao namero de dias considerado). O tempo aparece muitas vezes envolvido
nestas estruturas porque intervem em muitos fenémenos. Nesta estrutura as
grandezas envolvidas tém o seu significado intrinseco e nenhuma delas pode
ser reduzida ao produto das outras.

Vergnaud (1983) que procura classificar problemas, ao contrario dos
autores anteriores, que pretendem classificar conceitos, perspectiva a aquisi¢do
dos conhecimentos do ponto de vista psicologico. Os problemas, que
envolvem diferentes espécies de grandezas e diferentes relagbes, requerem,
muitas vezes, na sua resolugio que se apliquem topicos logicamente distintos,

60



mas psicologicamente interdependentes. Este autor integra o estudo dos
nimeros racionais nas estruturas multiplicativas, afirmando que estas porque
implicam multiplicagdes e divisdes podem ser analisadas de um modo que
conduz a fracgdes, ratios e nimeros racionais.

Vergnaud chama a atengiio para uma certa indefini¢io no uso de
palavras como fracgdo e ratio. Assim, a palavra fracgio ( a notagdo x/y) pode
ser usada como: a) uma parte fracciondria de um todo ("que fraccdo da pizza
sobrou?" ou "como se adicionam fracgdes?", estd a aplicar-se mais a ideia de
nimero do que de um simbolo), que nfo pode ser expressa por um nimero
inteiro de unidades; b) um par ordenado de simbolos p/g; c) uma relacdo
ligando duas grandezas da mesma espécie. A palavra frac¢do raramente ¢ usada
para relacionar grandezas de espécies diferentes, usam-se preferencialmente as
palavras ratio e coeficiente, embora a palavra ratio também se use na relacdo
entre duas grandezas da mesma espécie e para o par ordenado p/g.

Desse modo, as concepgdes dos alunos sobre m'lmeros racionais vém
necessariamente das suas concepgdes sobre fracgdes, ratios e ainda sobre 0s
decimais.

Segundo Vergnaud (1983) o desenvolvimento de niveis mais formais no
conhecimento dos nimeros racionais s6 acontece quando as medidas, os
operadores escalar e fun¢do perdem os seus aspectos dimensionais e quando se
faz a distin¢do entre elemento e relagfo.

Em termos de desenvolvimento, Vergnaud acentua que o primeiro
contacto da crian¢a com fracgdes resulta da experiéncia de dividir o todo em
partes, 0 que envolve uma relagdo directa entre as divisdes e a grandeza a ser
dividida (situagio de isomorfismo de medidas).

O facto dessa grandeza poder ser discreta (por exemplo, um conjunto de
berlindes a repartir) ou continua (por exemplo o bolo, a pizza, 0 sumo, uma
folha de papel a dividir) conduz a dificuldades conceptuais diferentes, que
também dependerﬁ dos valores numéricos. Na realidade, no primeiro caso (os
nameros inteiros podem ser associados a quantidades por contagem) a grandeza
pode ser normalmente contada e as criangas podem associar-lhe nameros
inteiros. No segundo caso nio se conhece usualmente a medida da grandeza a
ser dividida (por ex: o peso ou a area da pizza) e as frac¢des usadas para a
representacdo (dividir um bolo por quatro pessoas requer dividir a unidade por
quatro - 1/4) ndo podem ser associadas directamente a quantidades - exprimem
uma relacfio entre duas quantidades.
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Consequentemente o valor unitirio (a divisio por pessoa) € expresso
como uma quantidade na forma de fracgdo (um quarto, um quinto) no caso
continuo, enquanto também pode ser expresso por um nUmero inteiro no caso
discreto.

Vejam-se os esquemas de Vergnaud:

caso continuo

porcoes l pizza

l
1 ‘ um quarto

| ) dividir em quatro
4 | todo

caso discreto

porcdes l conjunto de rebugados l rebucgados
l |
1 l um quarto | 3
| ) dividir | ] dividic
4 l todo em quatro | 12 por 4

Através de operagdes de reparti¢do a unidade fraccionaria vai ganhando
significado para a crianga, mas outros passos sdo necessdrios até a completa
compreensdo do conceito de niimero racional. Vergnaud descreve esses passos
do seguinte modo: fraccBes ndo arquimedianas p/q (menores ou maiores que 1),
relacdes de equivaléncia e operagdes.

Introduz os conceitos de operador escalar, em que uma fracggo liga duas
quantidades da mesma espécie, da mesma dimenséo, por isso, 0 quociente ndo
tem dimensdo, nem unidade, e operador fungdo que corresponde ao quociente
de duas outras dimensdes.

Ligar duas quantidades pode implicar a comparagdo (que quantidade €
maior do que outra?) ou o raciocinio proporcional. As comparagdes ndo
envolvem sempre fracgdes e ratios, podem resolver-se através de diferengas.
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No raciocinio proporcional, os alunos comegam com o método aditivo e so
mais tarde usam o multiplicativo.

Os esquemas seguintes mostram exemplos de operadores escalares
(inteiro e fraccionario):

1 f(1) 1 X
x4 ) x4 /4 oo
X 4 f(4)
multiplicagdo divisdo
5 | £(5)
)
x4 l x4
20 X

regra-de-trés (operador inteiro)

Segundo Vergnaud, hd duas categorias de ratios nos problemas de
comparagio e de proporgdo: caso inclusivo - uma quantidade é parte de outro,
como acontece no exemplo 3/4 dos berlindes s3o azuis, ou caso exclusivo -
ndo ha relagio de inclusdo, como no exemplo "a colecgfio de carros miniatura
do Pedro ¢ trés quartos da do Jodo".

Ha diferengas entre estas categorias:

- as fracgBes inclusivas ou ratios sdo sempre mais pequenas do que 1 (a
ndo ser que se compare a grandeza ou o conjunto a si proprio), enquanto as
exclusivas ou ratios podem ser maiores, menores do que 1 ouiguala 1.

- as fracg¢des inclusivas ndo sdo redutiveis a numeros inteiros, enquanto
as exclusivas podem ser ou nio redutiveis.

- as fracgdes inclusivas nfo tém inverso (para as criangas) porque se
considera a parte como uma porgio de um todo, enquanto as exclusivas tém
inversos "naturais" (se a colec¢do do Pedro é trés quartos da do Jodo, a
colecg¢do do Jodo é quatro tercos da do Pedro).

- as fracgBes inclusivas podem ter significado para as criangas quando
se dividem opera¢des ou mais geralmente nas propor¢des subconjunto-
conjunto, as exclusivas envolvem necessariamente comparagoes.
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No fim do 1° ciclo muitas criangas nio sio capazes de conceber as
fracgBes exclusivas como fracgdes. O seu modelo € o inclusivo. Isto é um
problema porque as comparagQes e 0s ratios entre duas quantidades da mesma
espécie sdo um modelo mais poderoso do que as fracgdes inclusivas,
providenciando uma base mais geral para operadores escalares.

As medidas fraccionarias resultam da aplicagio de operadores
fracciondrios a outras medidas consideradas como inteiras ou unidades (ex:
3/10 cm é uma medida fracciondria que resulta de se dividir 1 cm em 10 partes
e tomar 3 partes, ou tomar trés décimos de 1 cm).

As medidas fraccionarias podem ser adicionadas, subtraidas,
multiplicadas ou divididas por um outro (ex: calcular a 4rea de um rectangulo
que tem 8/3 cm de comprimento e 4/7 de largura), mas os operadores escalares
s6 podem ser compostos de um modo multiplicativo.

Os operadores fungio sfo quocientes de dimensdes e apesar de
provocarem dificuldades nos alunos, constituem o caminho mais natural para
introduzir o conceito de uma classe infinita de pares ordenados, como se pode
ver no esquema:

kg de farinha 1.2 12 |18 |24 |30 |6n |6
kg de trigo 1 10 {15 |20 |25 |{5n |5

Se 1,2 kg de farinha é usado para fazer 1 kg de pdo, entfio é possivel
estabelecer uma correspondéncia entre os outros valores. Todos os pares
ordenados (6n, 5n) pertencem a esta classe infinita, a funcio da esquerda para a
direita pode ser expressa pelo operador x 10/12, x 15/18, .... O operador mais
simples & 5/6 e (5,6) € o elemento mais simples da classe de pares ordenados.

Resumindo, parece que o significado da diviséo e da multiplicagio
advem dos operadores escalares fraccionarios e dos ratios, o significado da
adicdio e da subtrac¢do tem origem nas quantidades fraccionarias e o caracter
infinito de cada classe do nGmero racional advém dos operadores funcdo
fraccionarios e dos ratios. A multilicagio dos nimeros racionais pode assumir
significado através da composigfio dos operadores escalares, dos operadores
funcdo e ainda do produto de medidas. A sintese dos trés aspectos sO pode
ocorrer se as medidas, os operadores escalares e os operadores fungdo
perderem os seus aspectos dimensionais ¢ ocorrer a distingio entre elemento e
relagfio. Assim, o conceito de nimero racional como ntimero "puro” vai sendo
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construido e, como € natural, ndo se espera que seja facil ou imediatamente
compreendido pelos alunos.

Vergnaud esclarece que a distingio entre operador escalar e operador
fungdo é semelhante a que Freudenthal e Noelting fazem quando falam de
interno-externo. Os problemas usados por Noelting sobre comparacio de
sabores sf3o diferentes dos problemas de propor¢do directa ou simples
(isomorfismo de medidas).

Nos problemas de proporgio directa hd apenas duas varidveis e uma
relagio invariante (fungdo) entre duas varidveis: o custo de coisas, a
velocidade ou a densidade s3o dadas como constantes. O problema € encontrar
x=f{c), sabendo a, b=f{a) e ¢ e ndo comparar duas funcGes fe [

Em muitos estudos sobre o desenvolvimento do conceito de ratio, a
fungfo é também uma variavel, por exemplo, nos de Noelting (1980a; 1980b)
o paradigma experimental envolve trés varidveis: o numero de copos de dgua,
o numero de copos de sumo de laranja e o sabor ou concentragdo que € o
quociente de duas outras variaveis. O problema pode ser visto em diferentes
perspectivas:

1. Comparagio directa de dois ratio-fungéo

2. Decomposi¢io deste problema em dois outros problemas, baseados
nos teoremas.

a. a concentragdo € proporcional ao sumo de laranja, desde que a
quantidade de dgua seja constante;

b. a concentragio é inversamente proporcional & dgua, desde que a
sumo de laranja seja constante.

Nesta decomposi¢do pode facilmente reconhecer a estrutura da
propor¢do multipla: a quantidade do sumo de laranja é uma fungdo bilinear da
quantidade de agua e da concentrac¢do desejada. Situagdes de comparagio -
ratio ndo pode ser analisado como problemas de proporg¢o-simples.

1*mistura 2* mistura
agua | laranja agua | laranja
| |
Noelting | mterno | externo
T 3 RyeT >y,

~_ 7
externo \ interno /

Qualquer ratio, interno e externo, pode variar
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2 I 3
escalar (/ | escalar
Vergnaud 4 | 6
escalar l‘ | escalar
6 | 9
fungdo

O ratio-fungdo é invariante; ratios escalares podem variar, mas

sdo equivalentes do mesmo lado entre as entre as mesmas linhas.

Adaptado de Vergnaud (1983)
Figura 10 - Representagio Esquematica do Conceito de Ratio em
Noelting e em Vergnaud

A analise dimensional de ratios fungdo ¢ clara quando M1 e Mp tém
diferentes dimensdes, tais como: tempo em horas e distincia em kilometros
para a velocidade, agua em copos e agucar em colheres para concentragdo
acucarada-dgua ou, ainda, quando Mj; e My sdo as mesmas grandezas,
expressas em diferentes unidades (em problemas de conversdo de um sistema
métrico noutro).

Como refere o autor, em muitos estudos relativos ao desenvolvimento
do conceito de ratio, o quociente de duas dimensdes ndo surge tio claramente,
porque os experimentadores querem que a unidade seja a mesma (copos do
mesmo tamanho para dgua e sumo de laranja). A distingdo interno-externo
feita por Noelting ¢é diferente da distingdo escalar-fungio.

235 Deﬁnigﬁes e Natureza dos Numeros Racionais, segundo Hart

O ponto de partida do estudo de Hart é diferente dos autores referidos
anteriormente, uma vez que o seu trabalho resulta da necessidade de
desenvolver uma hierarquia de compreensdo em matematica baseada no
curriculo escolar. A hierarquia dos niveis de compreensdo foi baseada na
analise dos resultados de testes de papel e lapis, que foram aplicados a
criangas inglesas, e nos métodos usados por elas durantes as entrevistas
realizadas. Perante a hierarquia estabelecida os professores podiam determinar
as sequéncias de topicos e os niveis mais apropriados para os seus alunos.
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A investigagdo foi integrada no programa Concepts in Secondary
Mathematics and Science (CSMS), a desenvolver nos anos de 1974-9. Foram
estudados em pormenor onze topicos (ratio, fracgdes, decimais, vectores,
nimeros positivos e negativos, graficos, algebra, medida, reflexdo e rotagéo) e
definidos niveis em cada um deles. A hierarquia dos niveis de compreensdo
foi baseada na analise dos resultados de testes de papel e lapis que foram
aplicados aos alunos e acompanhados de entrevistas.

Segundo Hart (1981), uma correspondéncia entre os niveis dos tdpicos
fornece aos professores um guia aproximado relativamente a comparagio da
dificuldade dos topicos. Contudo, ndo sendo possivel estabelecer uma
correspondéncia exacta entre os topicos, definiram-se quatro secgdes (ou
Estados) de facilidade de 0 a 100 por cento. Cada secg¢o contém um nivel ou
mais niveis de topicos, mas a selecgdo é baseada no grau de facilidade, assim,
a seccdo mais facil inclui o Nivel 1 de muitos tépicos.

Os contetdos de cada estado séio fixados para todos os grupos de idade
(ex: o Estado 1 para os sujeitos de 13 anos inclui exactamente os mesmos
itens do Estado 1 para os de 15 anos, mas os itens mais dificeis sdo resolvidos
por mais alunos mais velhos do que por alunos mais novos).

No Estado 1 os itens testam o significado da notagio relativa as
fracgBes e as primeiras ideias sobre frac¢des, a relagdo entre a parte € o todo, o
significado do ponto decimal. Avaliam ainda o ratio ¢ propor¢do para
situagdes 2:1 e 3:1. A crianga deve reconhecer a necessidade de calcular a
metade num item de uma receita, em que a razo entre o numero de pessoas €
8:4, o que implica que a relagio entre os ingredientes seja também metade. No
tépico medida os alunos devem ser capazes de calcular uma area mas usando
como unidade o quadrado ou apenas metade.

Neste estado as criangas devem conhecer o significado da linguagem,
do vocabulario matematico inerente aos topicos, mas perto de 30% dos alunos
envolvidos no estudo ndo foram capazes de aplicar essa linguagem.

Muitos dos itens utilizados apresentavam aspecto visual com grethas ou
diagramas e normalmente requeriam apenas um passo para completar ou dar a
resposta.

No Estado 2 exigia-se que os alunos fossem capazes de aplicar as
convencgdes e ainda que compreendessem quando a aplicar mais do que o
conhecimento puro da linguagem e dos simbolos. O que é introduzido no
estado 1 torna-se operativo no 2. Por exemplo, no topico medida, ndo se pede
s6 que conte o nimero de quadrados para calcular uma dada drea, mas que
saiba a formula da area do rectingulo e consiga calcular a 4rea de uma regido
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sombreada e sendo dada a 4rea de um rectdngulo e uma dimensdo ser capaz de
calcular a outra dimensé&o.

Relativamente as fraccSes, é necessario que a equivaléncia de fracgdes
seja j4 familiar para os alunos, no topico medida que o significado das
centésimas e a sua relacdo com as décimas esteja compreendido. Os problemas,
no estado 2, devem envolver na sua resolugdo, dois passos ou uma
interpretagio na forma de grafico ou a aplicagdo de uma férmula. Como refere
Hart (1981), a crianca deve estar na posicdo de ver o que necessita para
encontrar uma solucfo, nfo necessariamente de inventar uma estratégia, mas
nido levar a cabo apenas uma instrucéo.

Neste estado, o estudo nfo envolvia itens relativos ao topico ratio e
propor¢ao.

No Estado 3 aparecem questdes que exigem ji& um certo grau de
abstracgfio, sio pedidas aos alunos hipoteses sobre situagOes que nédo s&o
mostradas. Os itens mais dificeis requerem o uso de uma estratégia e ndo so
uma interpretagio, o que se traduz nalguns casos na utilizacdo de métodos
incorrectos, tais como, a chamada estratégia da adi¢do nos problemas que
envolvem raciocinio proporcional ou entfio porque tém em atenc¢do apenas um
dos dados da questdo e ignoram 0s outros, etc.

Segundo Hart (1981) hd um grande hiato entre a capacidade para
interpretar dados obtidos através de uma figura e a compreensdo de uma
equacdo algébrica e a sua relagdo com um gréfico, por isso, ndo ha itens sobre
graficos neste estado. Nem itens sobre o topico medida.

No Estado 4 as criancas tém de saber adaptar uma formula, por
exemplo, para a 4rea de um tridngulo e isto é aparentemente mais dificil que o
exigido no estado 2.

No que diz respeito ao ratio foram definidos dois niveis. As questdes
podem ser resolvidas pelo método da construgfo (building up method),
tornando-se mais dificeis quando envolvem fracgdes que ndo sejam 1/2 ou
quando o método requer contar para baixo e ndo aquele método (ex: trés
enguias X, Y, e Z, respectivamente com comprimentos 10 cm, 15 cm e 25¢cm,
sio alimentadas com arenques; o comprimento dos arenques depende do
comprimento da enguia. Se a enguia Z precisa de um arenque de comprimento
10 cm, que comprimento dever4 ter o arenque dado a enguia X?).
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Neste estado aparecem duas questdes sobre percentagem e sdo
comparaveis em dificuldade aos itens sobre decimais que envolvem a
multiplicagdo por 100 ou escrever décimas ou centésimas. A questdo 60:0,3
aparece neste estado e a resposta é contraria ao senso comum de que "dividir
torna sempre mais pequeno”.

Relativamente as frac¢des as questdes exigem o uso da equivaléncia,
mas o aluno tem de aplicar em cada caso a equivaléncia. ‘

Neste estado surgem as questdes sobre algebra, as criangas tém de
interpretar e manipular letras como nimeros desconhecidos mais do que como
objectos, o que acontecia no estado anterior.

Este estado mostra a emergéncia da abstracgio e a formulagdo de
estratégias de resolugdo de problemas (incluindo estratégias incorrectas como
a da adigiio no ratio). Outros itens requerem a tomada de decisdes, como por
exemplo, em relagdo 4 escolha da unidade de medida. Os itens mais dificeis
deste estado foram resolvidos correctamente por 20 a 30% dos sujeitos da
amostra.

As questdes do estado 4 envolvem a abstracgdo e muitas vezes os
"métodos das criangas" (entre aspas no original) ndo sdo suficientes para
conduzir & resposta. Se os métodos foram ensinados, a crianca para resolver a
tarefa tem que os ter assimilado e decidir quando e como usa-los.

O estado 4 tem um nivel de facilidade para 30% de alunos com 15
anos, 20% de alunos com 14 anos e 18% para os de 13, mostrando assim que
a maioria dos alunos com 15 anos nfo sio capazes de lidar com abstracgles e
aplicagdes em matematica.

Nos topicos decimais e fracgdes, as questdes exigem ao aluno a
apreciacio da natureza destes nimeros (deve ser capaz de ver que ha uma
resposta para 16:20 e ndo dizer que & impossivel "porque ndo se pode dividir
um namero pequeno por um maior"). Nas fracgdes, os alunos precisam
reconhecer que a multiplicagdo ou a divisdo é necessaria para levar a cabo a
realizagdo da tarefa, embora partindo de referentes concretos.

Todos os itens que testam o conhecimento da natureza infinita dos
nameros (ex: quantos nimeros existem entre 0,41 ¢ 0,42) ocorre no fim do
estado 4. E neste estado que a matematica surge como um sistema abstracto e
nfo como um modo de quantificar fendmenos do mundo real. Cerca de 10%
de criangas da amostra parecem apreciar os conceitos mais elementares neste
tipo de matematica que pode ser descrita como um sistema de abstracgdes,
segundo Hart (1981).
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2.3.6 Sintese das Perspectivas sobre os Niimeros Racionais

Qualquer das perspectivas analisadas sobre os numeros racionais
considera que a aprendizagem do megaconceito numero racional constitui um
sério obstaculo no desenvolvimento matematico do aluno.

Os trabalhos de Kieren destacam-se por serem oS primeiros a
introduzir a ideia de que os numeros racionais consistem em V&rios
constructos e que a compreensdo do nimero racional depende da compreenséo
desses constructos. Em 1976 o autor fala de sete interpretagdes: fracgdes,
decimais, classes equivalentes de fracgdes, medidas (pontos numa recta
numeérica), nimeros na forma p/g, em que p e g sdo inteiros e g = 0 (niimeros
ratio), operadores multiplicativos e como elementos de um campo quociente
infinito. Mais recentemente, Kieren (1988) defende que o desenvolvimento
completo do conceito compreende quatro subconstructos: a medida, o
quociente, o niimero ratio e o operador multiplicativo e que na base da
construgdo destes estariam dois processos construtivos, a partigio e a
equivaléncia.

Kieren (1988) desenvolve um modelo tedrico para a construgdo do
conhecimento matemadtico e relaciona-o especificamente com o conhecimento
dos numeros racionais. Descreve uma rede ideal que consiste em seis niveis de
conhecimento que podem ser pensados como uma imagem ideal do
conhecimento dos nimeros racionais.

Behr, Lesh, Post & Silver (1983) reestruturam os subconstructos
definidos por Kieren, considerando o numero racional como decimal, como
uma relagdo parte-todo, como ratio (distinto de rate, quando define uma nova
quantidade como uma relagdo entre duas outras quantidades), como quociente
(indicando uma divisdo), como operador e ainda como medida de quantidades
continuas e discretas. No Rational Number Project (RNP), projecto que
investigou a natureza das ideias de alunos do 4° ao 8° ano sobre nimeros
racionais, os autores aplicaram trés testes de papel e lapis, sobre conceitos
(fracglio e ratio) relagdes (envolvendo relagdes de ordem, equivaléncia e
proporgdes simples) e sobre operagdes (adigdo e multiplicagdo de fracgSes).
Foram também conduzidas entrevistas a 80 sujeitos durante a realizacdo de
diversas tarefas (envolvendo as mesmas estruturas aritméticas mas com
diferente forma de apresentacdo) e a posterior analise incidiu sobre o grau de
dificuldade, os procedimentos e os erros detectados.

Na fundamentagfio tedrica do Rational Number Project, Berh et al.
(1983) consideram que os subconstructos parti¢io e parte-todo sdo basicos na
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aprendizagem dos outros subconstructos dos numeros racionais, assumindo
‘que o conceito ratio € o mais natural para desenvolver o conceito de
equivaléncia. Ha, nesta altura, a defesa de uma certa hierarquia na aquisigio e
no ensino dos diversos conceitos, ou, como afirma Streefland (1986), ha nesta
fundamenta¢@o um ponto de vista estruturalista.

Lesh, Landau & Hamilton (1983) defendem uma estrutura tedrica no
sentido de compreender o desenvolvimento dos modelos conceptuais das
criangas, em particular, na aprendizagem dos numeros racionais. Estes autores
definem modelo conceptual como sendo uma estrutura que consiste em redes
intra-conceitos de relagdes e operagdes, em sistemas inter-conceitos que ligam
e/ou combinam as redes intra-conceitos, em sistemas de representacdes (ex:
simbolos escritos, linguagem oral, modelos figurais estaticos - esquemas,
graficos, diagramas, modelos manipulativos - materiais concretos, ou guibes
do quotidiano) e em sistemas de modelagio de processos que permitem o
desenvolvimento dos trés primeiros componentes e a sua adaptaco a situa¢des
reais.

Numa analise posterior, Behr, Harel, Post & Lesh (1992), consideram
fundamental que a investigagdo e o desenvolvimento curricular se deve basear
e também aprofundar as analises sobre as estruturas multiplicativas. Afirmam
mesmo que deve ser desenvolvido um grande esforgo no sentido de criar
situagdes que permitam as criangas construir conhecimento no contexto das
referidas estruturas. O curriculo tem de proporcionar as criangas situagdes que
contribuam para a compreensdo implicita dos principios subjacentes a
invarifincia e a compensagio para a variagdo nas relagdes e operagdes aditivas,
subtractivas, multiplicativas e de divisdo.

" Vergnaud (1983) situa os conceitos de fracgdo, de ratio e dos nimeros
racionais no contexto das estruturas multiplicaticas, porque implicam
multiplicagGes e divisbes. Para este autor, a grande dificuldade para os alunos
reside no facto dos numeros racionais serem nimeros, enquanto as estruturas
multiplicativas envolvem medidas e relagGes e ndo nimeros puros.

O ponto de vista de Vergnaud é o da psicologia do desenvolvimento,
fazendo uma analise que assenta nas dificuldades conceptuais que emergem da
compreensdo das relagSes e propriedades da fracgfio e do ratio. Comeca por
referir a indefini¢do existente no uso da palavra frac¢io que se utiliza em
diversos contextos, nomeadamente para designar uma parte de uma unidade,
para exprimir uma quantidade que ndo pode ser expressa por um numero
inteiro e ainda uma relag@o que liga duas quantidades da mesma espécie.
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Considera os conceitos de fracgdo e de ratio numa rede de trés tipos de
problemas: isomorfismo de medidas, produto de medidas e proporgdes
multiplas. A divisdo do todo em partes envolve uma proporgio directa entre as
divisdes e a quantidade a ser dividida (isomorfismo de medidas). A
quantidade a dividir pode ser discreta ou continua, mas enquanto no primeiro
caso pode ser contada, no segundo ndo se conhece normalmente a medida, ou
0 peso, ou a area da quantidade a ser dividida, o que constitui normalmente
um problema para as criangas.

Introduz os conceitos de operador escalar, quando a frac¢fo liga duas
quantidades da mesma dimensdo, expressa na mesma unidade e por isso sem
dimens@o e de operador fun¢io quando relaciona duas grandezas de diferentes
- dimensdes, por ex: tempo em horas e distdncia em quilémetros para o calculo
da velocidade.

Vergnaud que nos fala de problemas, defende a necessidade de, na
abordagem destes, se considerar a interdependéncia psicologica que muitas
vezes os topicos ai contidos t€m e nfo se privilegiar a interdependéncia l6gica.

Os estudos de Hart (1981, 1984) resultam do interesse de desenvolver
uma hierarquia de compreensdo em matematica baseada no curriculo escolar.
Neste sentido, ndo hda uma conceptualizagio tedrica sobre o ensino e a
aprendizagem dos niimeros racionais, nem sobre o conhecimento matematico.

A mvestigagdo for integrada no projecto Concepts in Secondary
Mathematics and Science, a desenvolver nos anos de 1974-9. Foram estudados
em pormenor onze topicos (ratio, fracgdes, decimais, vectores, numeros
positivos e negativos, graficos, dlgebra, medida, reflexfio e rotagdo) e definidos
niveis em cada um deles. A hierarquia dos niveis de compreensdo foi baseada
na andlise dos resultados de testes de papel e lapis, que foram aplicados a
criangas inglesas, e nos métodos usados por elas durantes as entrevistas
realizadas.

O principeil objectivo do projecto era dar informacfo aos professores
sobre os niveis de dificuldade em varios topicos matematicos e acompanha-los
de formas de avaliagdo. Segundo Hart (1981), uma correspondéncia entre os
niveis dos topicos fornece aos professores um guia aproximado relativamente
a comparacdo da dificuldade dos topicos. Perante a hierarquia estabelecida os
professores podiam determinar as sequéncias de tdpicos e os niveis mais
apropriados para os seus alunos.

Durante as entrevistas foram identificados métodos, umas vezes
inventados pelas criangas e outras vindos de fora da escola, que eram usados
por elas para resolver problemas. Foram também identificados erros em
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determinados questdes que tinham sido ji4 estudados por outros autores,
nomeadamente a estratégia da adi¢io em problemas de proporcionalidade.
Refira-se que estes trabalhos deram origem a outro tipo de estudos,
como os de Hart (1984) e de Kerslake (1986, citado por Hart 1984))
desenvolvidos com professores, durante os quais se eXxperimentavam
estratégias de ensino com vista a corrigir concepgdes erroneas dos alunos.
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CAPITULO 3

METODOLOGIA

No presente capitulo comega-se por definir os sujeitos do estudo,
indicando-se os procedimentos adoptados na sua selecgfio. A seguir descreve-
se 0 design da investigagdo e enunciam-se os instrumentos e as tarefas
utilizadas, bem como os respectivos procedimentos adoptados na sua
aplicacio.

3.1 SUJEITOS DO ESTUDO

A amostra foi escolhida entre os alunos do 6° ano de escolaridade de
trés escolas C+S da 4rea de Lisboa. No momento em que foi realizada a
investigagdio iniciava-se neste ano de escolaridade o estudo dos numeros
racionais, segundo o programa de Matemitica em vigor, anterior & Reforma
Curricular. Assim, quando se fez a aplicagio dos instrumentos, todos os
sujeitos da amostra tinham ja recebido ensino nesse dominio, de acordo com
as sugestdes metodologicas enunciadas no Programa do 2° ciclo.

Participaram no estudo 67 sujeitos o que correspondeu a trés turmas
das referidas escolas, com uma média de idades de 12,7 anos, que variavam
entre os 11,4 e os 14,6 anos, sendo 33 do sexo masculino ¢ 35 do sexo
feminino. A tabela 1 mostra a distribuigio dos alunos por escola, por nivel
etario e por sexo.

Tabela 1 - Ntimero de Sujeitos por Turma, por Nivel Etério e por Sexo

Turma N ‘Idade em anos Sexo
11,4<I<12  12<I<13 13<I<14  14<Ix15,3 M F
A 25 4 9 9 3 13 12
B 23 7 9 5 2 12 11
C 19 3 4 7 5 7 12
Total 67 14 22 21 10 32 35

A maioria dos sujeitos era oriunda de meios culturalmente
desfavorecidos, apenas para 7 alunos (10,29%) o pai possuia frequéncia
universitaria .
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3.2 DESIGN DO ESTUDO

A intengéio do estudo era investigar as concepgdes e as competéncias de
alunos do 6° ano sobre os nimeros racionais, procurando dificuldades e
possiveis limites, na tentativa de descobrir um novo invariante. Para isso
consideraram-se os processos de pensamento de alunos com bom desempenho
e de alunos com mau desempenho. Pretendia-se também provocar novas
aprendizagens tentando assim uma nova démarche, do dominio da Didactica.

Comegou, entdo, por se definir dois grupos de alunos, tendo contribuido
para a sua selecgdio a conjugagio de dois critérios: a classificagdo atribuida
pelo professor numa escala de 1 a 5 (escala utilizada na escola), no periodo
escolar imediatamente antes da aplicagio e, ainda a obtida num teste de papel
e lapis (Anexo A) que foi elaborado com base na componente parte-todo dos
nameros racionais. Este teste foi aplicado individualmente a cada um dos
alunos pela respectiva professora.

Apo6s a analise das respostas e a atribuicdo de uma pontuagdo a cada um
dos 67 alunos foi possivel categorizar trés grupos. Assim, definiram-se os
grupos seguintes:

1° Grupo - a pontuagdo estava compreendida entre 41 e 50 pontos

2° Grupo - a pontuago estava compreendida entre 21 e 40 pontos

3° Grupo ~ a pontuagio estava compreendida entre 0 e 20 pontos.

Os alunos do 1° grupo a quem o professor tinha atribuido nivel 4 ou 5
passaram a constituir o grupo A - alunos com bom desempenho. Os alunos do
3° grupo a quem o professor tinha atribuido nivel 2 (nenhum aluno obteve
nivel 1) passaram a constituir o grupo B - alunos com mau desempenho.
Entdo, da intersec¢do dos dois critérios acima referidos resultaram, na
totalidade, 30 sujeitos: 15 formando o grupo A e 15 o grupo B.

Um outro critério considerado foi o nivel etario, uma vez que se
desejava saber se o desempenho, nas tarefas relativas as componentes do
nimero racional, variava com a idade. A distribuigdo por sexo do grupo de
alunos ndo obedeceu a nenhum critério definido.

Na tabela 2 apresenta-se o namero de alunos com bom desempenho e
com mau desempenho distribuidos por nivel etério e por sexo.
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Tabela 2 - Distribui¢do de Alunos com Bom Desempenho e com Mau
Desempenho por Nivel Etario e por Sexo

Idade em anos
Alunos 11,4<I<12 12<Ix13 13<I<14 14<I<15,3

M F M F M F M F

Com Bom

Desempenho 2 2 3 1 2 2 2 1
Com Mau
Desempenho 1 2 2 2 2 3 1 2
Legenda:
M - masculino
F - feminino

Numa segunda fase, cada um dos 30 alunos seleccionados foi
confrontado com tarefas (Anexo B) que envolviam na.sua resolugdo diversos
subconstructos dos niimeros racionais e que fazem parte do curriculo escolar.

Pretendia-se conhecer o que os alunos eram capazes de fazer, segundo a
consigne definida (Anexo B), acompanhados pelo investigador e, de acordo
com algumas indica¢Bes que ia sugerindo ao longo da entrevista. Interessava
explorar a zona de desenvolvimento proximal (segundo Vygotsky, 1962)
relativamente ao conceito de numero racional, descrever ndo s6 o que o aluno
é capaz de fazer naturalmente, mas também como ¢ que as suas estratégias
mudam segundo indica¢des de aquiescéncia, de reflexdo sobre a questo ou de
sugestdes no uso de materiais disponiveis, de desenhos, de esbogos.

Neste tipo de estudos recorre-se com frequéncia ao meétodo clinico
piagetiano como método privilegiado. Contudo, a realizagfio de investigagGes
contextualizadas relacionadas com aprendizagens especificas, concretamente
contetidos matematicos do curriculo escolar, conduziram a necessidade de
adaptagio do método. Nesse sentido, enfatiza-se a importincia de uma
observagdo detalhada dos processos de pensamento e a analise qualitativa das
estratégias adoptadas na resolugdio das tarefas.

A psicologia cognitiva tem utilizado a analise dos protocolos verbais
sob duas formas distintas, Uma, inspirada no método piagetiano-entrevista
clinica-que consiste em fazer perguntas ao sujeito confrontado com um
problema de modo a induzir nele actividades intelectuais e em tentar tratar,
através das respostas, a natureza e a organizagiio dos processos cognitivos
envolvidos. As questdes, em geral, nfo seguem nenhuma organizagdo, a
priori, é o experimentador que as orienta em fungdo do seu fim e das
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re(acgbes) do sujeito. Outra, utilizada por Newell e Simon que consiste em
pedir ao sujeito que fale em voz alta enquanto resolve um problema. Pretende-
se perceber a natureza e 0 encadeamento das operagdes cognitivas mobilizadas
na resolugdo.

Trata-se de métodos que tém vantagens, mas apresentam
inconvenientes quando usados isoladamente. Primeiro, s6 as informagdes que
acedem a consciéncia sdo verbalizadas, ignoram-se as outras e ha dificuldade
em saber se se acede ds mais importantes. Por outro lado, nas criangas mais
jovens ou menos especialistas, ndio é possivel dissipar a possibilidade de
inferéncias entre a tarefa principal e o comentario que ele faz ao objecto.
Contudo, esses métodos podem ser usados com outros métodos mais fidveis,
deixando menos lugar & interpretagdo.

Vergnaud (1981b) refere que um objecto de estudo tdo complexo como
o da aquisigio dos conhecimentos matematicos ndo pode ser conhecido
usando apenas uma abordagem metodologica e, como € natural, a escolha
desta abordagem depende das finalidades. Por outro lado, torna-se importante
a possibilidade de replicagdo dos estudos, a regularidade dos resultados
encontrados para diferentes grupos de alunos, sujeitos s mesmas condigGes,
0 que permite um maior grau de fiabilidade desses resultados.

Porque a area deste estudo é do mbito das aprendizagens matematicas,
o método clinico-experimental (segundo Vergnaud, 1986b) pareceu o mais
adequado. Clinico porque se privilegia o aspecto qualitativo dos fenémenos
observados, experimental na medida em que as actividades apresentadas aos
alunos foram construidas tendo em conta variaveis de situagfo.

A situagdio do aluno que vai falando alto, enquanto estd a pensar ¢ a
fazer registos, ndo constitui, para ele, tarefa ficil. Por vezes, é necessario
chamar a atengio para o facto de nfio se pretender a justificagio daquilo que o
aluno fez, mas antes que ele explicite o que estd a pensar enquanto esta a
resolver a tarefa.

Como se trata de uma investigagiio sobre aprendizagens escolares as
entrevistas aos alunos decorreram nas suas respectivas escolas. De facto, e
como defende Vergnaud (1986b), este tipo de pesquisas implica um trabalho
aberto com os alunos, seja na sala de aula, seja fora da sala, mas quase sempre
no quadro da escola, instituigdo na qual ¢ excluida a hipdtese de subordinar o
interesse do aluno ao da investigagdo.

A investigagio sobre saberes escolares levanta ainda outro tipo de
questdes, como referem Schubauer-Leoni & Perret-Clermont (1985). Assim,
os saberes escolares sdo objectos escolares, mas estdo também imbuidos de
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significados varios que dependem do meio familiar, cultural e social. Esses
saberes sdo ensinados por actores sociais com formagdo especifica e
metodologias proprias para o fazer e a apropriagio desses mesmos saberes
pelos alunos ¢ influenciada pelo seu passado escolar, por habitos cognitivos e
sociais que foram desenvolvendo ao longo da sua historia escolar.

Neste sentido, quando a investigadora coloca tarefas escolares ao aluno
para que as resolva, a situagiio € necessariamente diferente da sala de aula, o
que obriga o aluno a repensar o significado atribuido a referida tarefa e,
provavelmente o seu desempenho é influenciado. Como defende César (1994),
em qualquer resoluglio de tarefas escolares ha uma rede relacional que se
estabelece, e que ndo é neutra na forma como essa mesma tarefa vai ser
interpretada e executada pelos sujeitos.

Neste estudo, a autora foi apresentada aos alunos como uma
investigadora que estava a estudar as principais dificuldades na aprendizagem
dos nimeros racionais dos alunos do 2° ciclo.

3.3 INSTRUMENTOS E PROCEDIMENTOS UTILIZADOS

O estudo inclui duas fases: na primeira foi usado um teste de papel e
lapis com o objectivo de escolher os alunos que iam constituir a amostra e, na
segunda, um conjunto de tarefas que os sujeitos seleccionados resolviam numa
situa¢do de entrevista individual.

3.3.1. Teste de papel e lapis "Conceito Parte-Todo"

Uma vez elaborado, o teste de papel e lapis (Anexo A) foi aplicado
inicialmente a dez alunos tendo em vista o seu refinamento. A posterior
andlise e as sugestdes dos professores conduziram a uma diminuigdo do
nimero de itens, eliminando-se 0s que originaram grandes duvidas, quer na
compreensio, quer na resolu¢do, por forma a que o tempo de aplica¢do ndo
excedesse 50 minutos (tempo normal de uma aula).

De seguida, solicitou-se aos professores das trés turmas escolhidas, que
administrassem o teste aos seus alunos, no periodo de uma aula - 50 minutos -
e nio fizessem qualquer comentario que pudesse contribuir para uma melhor
realizagdo do mesmo. Foi-lhes ainda pedido que a aplicagdo do teste fosse
encarada de um modo natural, isto é, os alunos deveriam pensar que se tratava
de mais um teste semelhante aos que estdo habituados a realizar nas aulas de
matematica. |
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O teste; constituido por 50 itens, foi construido tendo em conta
determinados pressupostos. Assim, aceitou-se que:

- O subconstructo parte-todo, baseado em quantidades discretas ou
continuas, representa um constructo fundamental para o desenvolvimento do
conceito de numero racional (Behr et al., 1983);

- As andlises e conclusdes de Vergnaud (1983) sobre o desenvolvimento
do conceito de numero racional, permitem afirmar que as dificuldades
conceptuais estio relacionadas com o facto de se utilizarem quantidades
continuas ou discretas, valores numéricos diferentes, fracgdes arquimedianas
(1/n) ou ndo-arquimedianas (p/g) e ainda com fracgdes inclusivas ou
exclusivas;

- Na representagdo de fracgdes se podem usar diversos modelos, como
conjuntos de objectos discretos, figuras geométricas (rectingulo, circulo,
tridngulo) e a recta numérica.

Nos manuais utilizados pelos alunos que participaram no estudo ¢
possivel observar qualquer um desses modelos.

Por outro lado, sabe-se que ha diferengas entre as criangas na sua
capacidade de ultrapassar os distractores e lidar com as tarefas a um nivel
l6gico-matematico. Sendo assim, a capacidade da crianga em resolver conflitos
entre o processamento perceptual de informacgio visual e o processamento
cognitivo de relagBes 1ogico-matematicas € vista como um indicador importante
do grau de compreensdo dos conceitos de ntimero racional (Behr et al., 1983).

Com base nestes pressupostos, nas tarefas que envolviam os modelos
acima referidos usaram-se diferentes tipos de indicadores visuais, uns
consistentes - completos, incompletos e irrelevantes - com a tarefa (quando
fornecem informagdo que pode ajudar o aluno a solucionar a tarefa), outros
inconsistentes (segundo Behr et al. no Rational-Number Project, 1983).
Vejam-se os exemplos apresentados pelos autores e que ilustram os diferentes
tipos de indicadores perceptuais. Em todos os casos o que é pedido é que se
sombreie trés quartos do rectangulo. |

Completo - contem toda a Incompleto - o aluno necessita completar ou
informacdo necessaria para modificar o diagrama ou o modelo.

ajudar a solucionar a tarefa.
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I I I I L1 1 1

Irrelevante-contém informacéo Inconsistente - quando entram em conflito
estranha mas neutra. com a conceptualizagdo da tarefa, fornecem

informagdo visual mas que distrai o aluno.

Adaptado de Behr et al. (1983)
Figura 11 - Indices Perceptivos Consistentes e Inconsistentes com a Tarefa

Na classificacfio do teste atribuiu-se um ponto por cada item certo e zero
pontos por cada item errado, totalizando 50 pontos quando o teste estava
correctamente resolvido. :

Os testes foram analisados com vista a atribuir uma classificacdo a cada
aluno, porque se pretendia escolher alunos com bom desempenho e alunos com
mau desempenho. Calculou-se ainda a percentagem de respostas certas
relativamente a conjuntos de itens e fez-se um estudo dos erros conduzindo a
uma codificacio dos mesmos. Apds a andlise e a apreciacdo dos testes
seleccionaram-se dois grupos de sujeitos: os que obtiveram classificagdo igual
ou superior a 41 pontos e os que obtiveram classificacdo igual ou inferior a 21.

3.3.2. Tarefas e Materiais Apresentados

As investigacBes sobre os numeros racionais sugerem que diferentes
estruturas cognitivas sdo necessdrias para tratar com os varios subconstructos
do numero racional, havendo estudos que identificam estados de pensamento
através da observacio da realizagio de tarefas que envolvem um dado
subconstructo quando comparada com a de outras tarefas que dizem respeito a
outro subconstructo, para um determinado estado.

Kieren, como ja foi referido, define quatro subconstructos dos nimeros
racionais - medida, quociente, ratio e operador - e defende que a equivaléncia
e a particio sdo mecanismos construtivos que operam ao longo dos quatro
subconstructos contribuindo para a formagdo de imagens e a construgdo de
ideias matematicas.

O programa curricular do 2° ciclo prevé a introduggo e o estudo destas
diferentes interpretacdes e, apesar de ndo assumir essa sequéncia na totalidade,
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de facto pretende-se que no final do ciclo todos esses aspectos tenham sido
abordados.

Neste sentido, os sujeitos de cada um dos grupos A ¢ B foram
confrontados, através de entrevista individual, com doze tarefas (Anexo B)
que envolvem diferentes componentes do conceito de numero racional. A
partir daqui e, ao longo do trabalho, optar-se-4 pela designagdo de
componentes do conceito e ndo subconstructos do conceito de numero racional
uma vez que as tarefas envolvem subconstructos (quociente, medida, ratio),
relagdo de ordem e equivaléncia e uma operagdo (adi¢do de fracgdes).

A ordem de apresentagdio das tarefas variou em fungdo do contexto
concreto (concreto porque o material ou o enunciado € apresentado ao aluno
num contexto ligado a situagdes do quotidiano) ou abstracto (porque o
enunciado ¢ apresentado unicamente na forma simbolica) da actividade
proposta.

A Tabela 3 mostra as tarefas distribuidas por contexto e envolvendo
diferentes componentes dos nimeros racionais.

Tabela 3 - Numero de Tarefas em Fungiio do Contexto e da Componente

Envolvida
Componentes Envolvidas
Quociente Medida Equivaléncia Adi¢do Ratio
Contexto
Concreto 2% 3 1 1 %%
Contexto
Abstracto 1 1 1

* No quociente a/b, numa situagio a=1 e noutra a#+1.

**Dara o subconstructo ratio foram previstas duas situagSes (quantidades continuas e discretas).

A escolha de contextos diferentes resultou nido so, das conclusGes de
diversos estudos (ex. Behr et al., 1983, Bastien, 1987, Fayol, 1990), onde se
destaca que essa diferenga conduz a diversas estratégias de resolugdo, tipos de
erros ¢ ainda dificuldades variadas, mas também da convic¢do de que um
contexto concreto facilita a resolugio de uma tarefa. |

A este respeito ¢ bem elucidativo o estudo de Bastien & Rapidel (1981,
citado em Bastien, 1987) sobre numeros racionais, em que foi variada
I'habillage do problema, ¢ mantidos os mesmos valores numéricos, o que
provocou importantes diferencas nas performances observadas.

81




De inicio, neste estudo, as tarefas a resolver envolviam os varios
componentes dos nimeros racionais € foram pré-testadas num pequeno grupo
de alunos (seis na totalidade), com o fim de avaliar a sua aplicabilidade a
amostra do estudo.

Com esta pré-testagem verificou-se que o tempo necessario a resolugdo
das tarefas era cerca de duas horas, o que se tornava completamente
contraproducente para alunos deste nivel etirio. Por outro lado, a grande
dificuldade que os alunos manifestavam nas situagdes que envolviam o
constructo operador, obrigava a uma constante intervengdo do investigador e,
muitas vezes, conduzia a uma progressiva desmotivagiio dos alunos. Note-se
que, na altura em que se aplicaram as tarefas, alguns contetidos estavam ainda
a ser abordados, nomeadamente o conceito de namero racional enquanto
operador, que, no programa em vigor, surge associado as operag¢Bes com
nimeros racionais.

Em consequéncia disso, optou-se por nfo utilizar todas as situagDes
criadas e decidiu-se manter as tarefas que na fase da pré-testagem ndo tinham
sido inibidoras de realiza¢do para nenhum aluno. Na resolugdo do conjunto
das tarefas a duragfio média foi de 75 minutos para cada sujeito.

Em relagdo a ordem de apresentagio das tarefas foram feitas as opgdes
seguintes: a) a primeira tarefa foi a que se revelou de mais facil abordagem na
pré-testagem, aceitando-se a ideia de que este facto funcionaria como
motivador para a continuac¢do da entrevista, b) duas questdes que envolvem o
mesmo constructo em contextos diferentes n3o foram apresentadas na
sequéncia uma da outra para ndo influenciar a resolugéo.

As entrevistas que foram registadas em gravador, decorreram numa das
salas de aula das escolas a que os alunos pertenciam.

No inicio da entrevista e, apés uma pequena conversa sobre a escola
com o fim de pdr o aluno mais & vontade, foi-lhe explicado o objectivo do
trabalho, referindo-se que interessava conhecer melhor as suas dificuldades em
relacio aos niimeros racionais. Convém salientar que todos os alunos se
mostraram totalmente disponiveis para participar no estudo.

O experimentador propds a cada aluno a realizagio das doze tarefas,
uma de cada vez, lendo em voz alta os enunciados e dizendo que gostaria de
saber como é que ele as resolvia. Para isso, era necessario que fosse
explicando como fazia, falando alto e/ou escrevendo. Como ja se referiu,
nalguns casos, foi preciso chamar a atengfo para o facto que nfio se pretendia a
justifica¢do daquilo que fez, mas antes que exprimisse o que estava a pensar
enquanto estava a realizar.
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Para alénr disso, foram também apresentados diferentes materiais, tais
como: tiras e desenhos em cartolina de diferentes cores, folhas de papel com
desenhos de figuras geométricas - circulos, rectingulos - divididos de varios
modos, folhas de papel A4, papel quadriculado, régua, transferidor, compasso,
lapis e canetas de cor. Estes materiais podiam ser utilizados pelos alunos na
resolucdo das tarefas.

Durante a entrevista o experimentador, para além da utilizacdo de
materiais que sugeria, sempre que o aluno mostrava dificuldade em resolver a
tarefa, dava outro tipo de ajudas, concretamente de aquiescéncia (por ex: "sim,
sim", "estd bem") e ainda de questionamento, quando dizia "tens a certeza?",
"pensas que € essa a solugdo?", "podes explicar methor?" e "o que queres dizer
com ....7".

Para além de se terem registado as entrevistas em gravador, foram
recolhidos os procedimentos dos alunos relativamente ao uso dos materiais e
toda a produgfo escrita dos processos de resolugdo. ‘

Se, a partida, um aluno ficava bloqueado (demorava muito tempo ou
manifestava sintomas de embarago) com a situacdo ou se dava por terminada a
a tarefa e a resposta ndo estava correcta, sugeria-se que experimentasse outra
maneira de realizar, como, por exemplo, usar materiais, construir diagramas,
esquemas. Se, apesar disso, o aluno mantinha a resposta errada, ndo se insistia
e continuava-se com a tarefa seguinte.

Na parte final da entrevista e apenas com o objectivo de conhecer a
relacio que estes alunos tinham com a matematica foram colocadas as
seguintes questdes:

- Do conjunto das tuas disciplinas, qual é a que gostas mais? E a
Matematica onde a colocavas, no "gosto muito", "gosto assim-assim”, ou "n&o
gosto nada"?

- O que pensas sobre a utilidade da Matematica? Imagina uma situagéo
do quotidiano em que te pareca que a Matemética é importante para a resolver.

- O que é preciso fazer para se ser bom aluno na disciplina de
Matematica?

Para a aplicaciio do teste e para a realizagdo das entrevistas foi pedida
autorizacdo ao Conselho Directivo das respectivas Escolas e solicitada a
colaboracdio dos professores das trés turmas. Esta colaboragdio consistiu, por
um lado, na disponibilidade para fornecer informagSes sobre as praticas
pedagdgicas, em particular, os manuais adoptados e as metodologias seguidas

"no ensino dos nGimeros racionais (Anexo C), informagdes sobre o perfil dos
alunos (Anexo D) e, por outro nas facilidades concedidas relativamente as
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entrevistas a realizar com estes. Foi também comunicado aos directores de
turma dos respectivos alunos a realiza¢io do estudo e os seus objectivos.

Finalmente refira-se que se tentou que as entrevistas decorressem em
periodos que ndo coincidissem com as aulas dos respectivos alunos.

3.4. ANALISE DE DADOS

Nesta investigagio pretendia-se estudar as concepgbes e competéncias
dos alunos sobre o conceito de niimero racional desenvolvido pelos alunos em
situagio de aprendizagem formal ao longo do curriculo de Matemdtica do 2°
ciclo. Com esse prop6sito a pesquisa foi orientada, como foi ja anteriormente
mencionado, pelas seguintes questdes de estudo:

Questdo 1- Ha diferengas no desempenho médio dos alunos com bom
desempenho e com mau desempenho em tarefas que envolvem cada um dos
subconstructos?

Questdo 2- O contexto concreto & facilitador da resolugdo da tarefa? Os
alunos com mau desempenho obtdém melhores resultados nas tarefas
concretas?

Questdio 3- O desempenho é diferente nas diversas tarefas tendo em
conta a idade? Os alunos com nivel etirio mais elevado realizam melhor,
qualquer que seja a tarefa?

Questdo 4- A forma de apresentagio (comtexto concreto ou contexto
abstracto, fracgiio arquimediana ou fracgfio ndo arquimediana, quantidades
continuas ou quantidades discretas) da tarefa induz a estratégia a utilizar pelos
alunos?

Questdo 5- Os alunos com bom desempenho utilizam preferencialmente
alguma estratégia de resolugdio, nomeadamente a representagdo simbolica?

Questdo 6- Quais sdo as concepgdes alternativas que os alunos
manifestam relativamente ao conceito de numero racional, atendendo as
diversas componentes estudadas? Que obstaculos se colocam & sua
aprendizagem?

Para responder a estas questdes, obtiveram-se inicialmente as
classificagSes na disciplina de Matematica dos alunos de trés turmas, do
periodo anterior ao da realizagio das entrevistas, junto dos respectivos
professores €, além disso, os alunos realizaram o teste sobre o Conceito Parte-
Todo. Relativamente a este, foi realizada uma anilise em termos de
percentagens médias de respostas certas em determinados grupos de itens.
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Com base nestes critérios foram escolhidos os 30 sujeitos que
continuaram o estudo, 15 alunos com bom desempenho e 15 com mau
desempenho. Estes sujeitos foram posteriormente entrevistados enquanto
realizavam diversas tarefas que envolviam componentes relativas ao conceito
de niimero racional.

Na analise dos protocolos obtidos através das entrevistas individuais
privilegiou-se um tratamento qualitativo recorrendo-se também a estatistica
descritiva.

Para responder s trés primeiras questdes do estudo recorreu-se ao
calculo da frequéncia de respostas certas que se traduziu em percentagens
médias de desempenho, de acordo com as diferentes componentes envolvidas,
o contexto concreto ou abstracto da tarefa (considerando em ambos os casos
os alunos com bom e com mau desempenho) e o nivel etario dos sujeitos que
participaram no estudo.

No sentido de responder as restantes questdes foram sistematizadas as
estratégias (entendendo-se aqui por estratégias os procedimentos que levam a
escotha de aptiddes a usar ou ao conhecimento mobilizado em cada passo
durante a resolugdio de uma dada tarefa) adoptadas pelos alunos e as
incompreensdes detectadas, através de uma analise de contetido. A
categorizagiio criada assentou em estudos realizados neste dominio, j4
mencionados no capitulo introdutorio, ¢ ainda na experiéncia da autora
enquanto docente de Matematica.
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CAPITULO 4

RESULTADOS

Na primeira parte deste capitulo apresentam-se dados referentes ao teste
de papel-e-lapis sobre o conceito parte-todo e cujos resultados constituiram um
dos critérios para seleccionar os alunos a entrevistar na 2* fase do estudo.

Na segunda parte referem-se os dados obtidos através da analise das
tarefas que os alunos resolveram em situac8o de entrevista individual. Com
_esses dados, traduzidos em termos de desempenho, procurou-se responder a
primeira questdo (H4 diferencas no desempenho médio dos alunos em tarefas
que envolvem cada uma das componentes?), a segunda questdo (O contexto
concreto é facilitador da resolucdo da tarefa, relativamente ao contexto
abstracto?) e a terceira questdo do estudo (De que modo a idade tem influéncia
nas competéncias relativas aos diversos constructos?). Com a analise das
estratégias de resolugio e das dificuldades manifestadas, pretendeu-se
responder & quarta questdo (A forma de apresentagfio da tarefa condiciona a
estratégia a utilizar pelos alunos?), a quinta questdo (Os alunos com bom
desempenho utilizam preferencialmente alguma estratégia de resolucdo?) e a
sexta questdo do estudo (Quais sdo as concepgdes errdneas que os alunos
manifestam relativamente ao conceito de numero racional, atendendo as
diversas componentes estudadas? Que obsticulos se colocam a sua
aprendizagem?).

Na terceira parte apresentam-se, ainda que sucintamente, os dados
resultantes das questOes relativas a relagdo do aluno com a matemética.

4.1 COMPETENCIA MATEMATICA DOS SUJEITOS NA
INTERPRETACAO PARTE-TODO

A fim de caracterizar os sujeitos relativamente ao nivel de compreenséo
do subconstructo parte-todo apresentam-se os valores médios obtidos na
totalidade do teste de papel-e-lapis (Anexo A) e faz-se ainda uma descrigfo
mais detalhada dos resultados tendo em conta grupos de questdes que avaliam
aspectos diferenciados da mesma componente.

A classificagdo obtida nesse teste foi um dos critérios que serviu de base
a formacio dos dois grupos de alunos: grupo A (alunos com bom desempenho)
e grupo B (alunos com mau desempenho).
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A analise dos testes consistiu nos aspectos seguintes:

a) correc¢do e pontuacdo, em que se atribuiu 1 ponto por cada resposta certa e
0 ponto por cada resposta errada, de modo a obter uma classificacdo para cada
aluno;

b) determinagdo do grau de facilidade de itens agrupados segundo aspectos
diferenciados do subconstructo parte-todo, como se referiu no capitulo anterior;
c) categorizacdo das concepgdes erréneas que surgiram nas produgdes escritas
dos alunos.

Como foi descrito no capitulo relativo & metodologia, a concepcdo do
_ teste releva de pressupostos defendidos por varios autores, nomeadamente
Novillis (1976), Vergnaud (1983) e Behr et al (1983).

As classificagdes dos testes, que, em principio, traduziam a
representacio do conhecimento relativo & componente parte-todo dos sujeitos,
constituiram um dos critérios em que se baseou a selec¢io dos alunos a
entrevistar.

Apontam-se também os resultados em termos de concepgdes errdneas
reveladas nos registos dos alunos, para cada item do teste, tendo em vista
aprofundar aspectos convergentes com as tarefas apresentadas posteriormente.

Para uma amostra de sessenta e sete alunos, a média obtida no teste foi
de 25.04 pontos, para um méximo de 49 e um minimo de 8 pontos. Refira-se
que a classificacio atribuida para uma realizacfio totalmente certa do teste foi
de 50 pontos, 1 ponto por cada resposta certa e 0 pontos para uma resposta
errada.

Na tabela 4 indicam-se os valores médios das classificacdes obtidas no
teste e os respectivos valores maximos e minimos, para cada uma das turmas.

Tabela 4 - Meédias, Minimos e Maximos das Classificagdes obtidas no Teste
Conceito Parte Todo, nas Turmas A, Be C

Turmas N° Média Min Max
Alunos
A 25 26.60 8 49
B 23 24.85 8 45
C 19 23.68 9 46
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Para se fazer uma andlise por conjunto de itens foi necessario proceder
a um agrupamento com determinados critérios. Para isso, consideraram-se os
seguintes grupos de questdes:

A - quando a pergunta envolve quantidades discretas (itens 1, 2, 3, 4, §,
43 e 44),

B - quando a pergunta envolve quantidades continuas (todos os outros
itens do teste).

No caso B as situagbes diferenciam-se pela figura geométrica utilizada
e, assim, ter-se-a.

B1- se o modelo de representagdo ¢ o circulo, independentemente do
indice perceptivo ser completo, incompleto ou irrelevante (itens 6, 7, 8, 9, 10,
17, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 49);

B2- se o modelo de representagio ¢ o paralelogramo, nomeadamente o
rectingulo, quer o indice perceptivo seja completo, incompleto ou irrelevante
(itens 11, 12, 13, 14, 15, 19, 26, 33, 34, 36, 37, 38, 45, 46, 47, 48, 50),

B3- se o modelo de representagdo é o tridngulo independentemente do
indice perceptivo ser completo, incompleto ou irrelevante (itens 18, 20, 35);

C - se 0 modelo de representagiio é a recta numérica (itens 21, 22, 23,
24, 25, 26, 39, 40, 41, 42).

Quer na condi¢dio quantidade discreta, quer na condigdo quantidade
continua, na elaboragdo dos itens usam-se fracgGes com numerador 1, isto é,
fracgBes arquimedianas e fracgbes com numeradores diferentes de 1, isto é,
frac¢des ndo arquimedianas.

O niimero de itens que envolvem quantidades continuas (43 itens) ¢é
superior ao numero de itens que envolvem quantidades discretas (7 itens) uma
vez que no primeiro caso foi necessario considerar diferentes situagbes de
acordo com a figura usada como modelo (circulo, rectingulo, tridngulo e recta
numérica). Por outro lado, nas regides geométricas teve-se em conta os
diferentes tipos de indices perceptivos, consistente (completo, incompleto ou
irrelevante) ou nfo com a tarefa. E considerando estes aspectos que se deve
fazer a leitura e a comparagio dos resultados obtidos.

A Tabela 5 apresenta os valores médios percentuais das classificagdes
obtidas por conjunto de itens, para a totalidade dos alunos.
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Tabela 5 - Médias Percentuais das Classificagdes Obtidas pelos Sujeitos no
Teste Conceito Parte Todo por Grupos de Itens

Teste Parte-Todo M
%
A - Quantidades 52.86
discretas
B - Quantidades 62.11
continuas
B1 (circulo) 78.18
B2 (rectangulo) 52.44
B3 (tridngulo) 55.72

B4 (recta numérica) 37.94

Os valores médios obtidos nos itens que envolviam quantidades
discretas sdo ligeiramente inferiores aos obtidos nas questdes relativas a
quantidades continuas. Esses valores mais baixos devem-se principalmente as
questdes (itens 43 e 44 do teste) que partem da representacio na forma de
frac¢fio de uma certa quantidade de objectos e se pretende que o aluno descubra
a totalidade dos objectos.

Nos itens referentes as quantidades continuas verifica-se que naqueles
que abordam o modelo das 4reas (figuras geométricas - circulos, rectingulos,
tridngulos) o nivel de facilidade ndo é idéntico. De facto, a percentagem média
de respostas certas ¢ superior, quando o modelo usado é o circulo em vez do
rectangulo ou do tridngulo.

Particularmente evidente é a diferenga no desempenho obtido nos itens
que envolvem quantidades continuas, consoante o modelo usado é o das 4reas
ou o da recta numérica. Neste caso, a percentagem média de respostas certas é
muito inferior ao dos restantes itens.

Uma possivel explicagdo serd que o todo na representagio através de
areas, quando se usam regides geométricas (quantidades continuas), seja mais
facilmente percebido como uma unidade simples do que no caso dos conjuntos
de objectos (quantidades discretas).
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Na analise das respostas verifica-se que as principais concepgdes
alternativas, no caso das quantidades continuas, consistem em:

- confundir a nogfio parte-todo com a parte-parte (ex: 6/3 em vez de 6/9,
para o item 10);

- em ndo considerar a divis3o equitativa (ex: 2/4 em vez de 4/6, para o
item 32);

- em considerar a parte sombreada da figura em vez da ndo sombreada
(ex: 1/4 em vez de 3/4, para o item 14),

- considerar a notagdo ao contrario (ex: 8/4 em vez de 4/8, para o item
9).

No que diz respeito a0 modelo da recta numérica destacam-se as
seguintes concepedes:

- atribuir a0 numerador da fracgdo o niimero 1 e ao denominador o
numero de pontos marcados na recta (ex: 1/5 em vez de 1/4, para o item 22),
ou vice-versa;

- ler cada divisdo como 0,1 (ex. 0,1 em vez de 1/2 para o item 21);

- atribuir ao numerador da fracgdo o numero de pontos e ao
denominador o nimero de divisdes marcadas na recta (ex: 5/4 em vez de 1/4,
para o item 22), ou vice-versa,

- atribuir ao numerador da frac¢do o nGimero 1 e ao denominador o
numero de divisdes marcadas na recta (ex: 1/9 em vez de 1/3, para o item 23)

- atribuir ao numerador o nimero de divisGes correspondentes ao ponto
assinalado e ao denominador o nimero de divisdes marcadas na recta ou vice-
versa (ex: 6/23 em vez de 6/10);,

- atribuir ao numerador o niimero de pontos marcados na recta e ao
denominador o niimero 1 ou vice-versa (ex: 5/1 em vez de 2/5, para o item
39).

No caso das quantidades discretas realgam-se as seguintes concepgdes
alternativas:

- a confusfo entre parte-todo e parte-parte (ex: 2/6 em vez de 2/8, para
o tem 3);

- a notagdo ao contraria (ex: 5/3 em vez de 3/5, para o item 2);

- a contagem do numero de objectos, ignorando a pergunta (ex: 8
berlindes para o item 1).
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4.2. ANALISE DAS TAREFAS

Nesta sec¢do comegam por se apresentar as tarefas e as componentes do
numero racional estudadas. De seguida, referem-se as percentagens de respostas
certas, em cada uma das componentes, para o grupo A (alunos com bom
desempenho) e para o grupo B (alunos com mau desempenho), procurando-se,
assim, responder a primeira questdo do estudo.

Posteriormente, consideram-se os resultados, traduzidos em percentagem
de respostas certas, relativamente as tarefas que envolvem o mesmo componente
(quociente, equivaléncia e adigdo) em contexto concreto e em contexto
abstracto, para cada um dos grupos de alunos e pretende-se, deste modo, dar
resposta a segunda questio.

Finalmente e face a terceira questido fez-se uma analise ¢ tratamento dos
dados tendo em conta o nivel etario dos alunos.

4.2.1 As Tarefas e as Componentes do Numero Racional

Em situago de entrevista individual, os alunos resolveram doze tarefas,
que foram apresentadas segundo a ordem pela qual aparecem no Anexo B.

Componentes Tarefas e Fracgdes Envolvidas

Quociente 1 (contexto concreto-1/3)
3 (contexto concreto-3/4)
7 (contexto abstracto-1/3)

Medida 5a (contexto concreto - 3/4)
5b (contexto concreto - 1/2)
5¢ (contexto concreto - 3/4 + 1/2)

Adicdo 6 (contexto concreto - 3/4 + 1/2)
9 (contexto abstracto - 3/4 + 1/2)

Ratio 4 (quantidades discretas - 1/3 ¢ 3/6)
- 10 (quantidades continuas - 1/3 ¢ 2/6)

Equivaléncia 2 (contexto concreto - 2/3 € 8/12)
8 (contexto abstracto - 2/3 e 8/12)

Figura 12 - Componentes do Conceito de Numero Racional e Fracgbes
Envolvidas em cada uma das Tarefas
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Na figura 12 enumeram-se as actividades propostas, as fracgdes
envolvidas em relagéio a cada uma das interpretagSes do conceito de nimero
racional e faz-se ainda a referéncia ao contexto, concreto ou abstracto, Os
néimeros que aparecem no quadro correspondem ao numero de ordem por que
foram apresentadas as tarefas.

Apés a transcricio das entrevistas, acompanhada pelas respectivas
produgdes escritas dos alunos e pelos registos, feitos pela experimentadora,
dos procedimentos destes (particularmente quando foram usados os materiais
disponibilizados), procedeu-se & analise dos protocolos.

Apesar da tarefa 5c ter sido aplicada e de objecto de analise, ndo sdo
apresentados resultados relativamente a ela. De facto, esta tarefa envolvia a
adi¢io, mas a sua forma de apresentagfio estava associada ao subconstructo
medida, o que parecendo uma situagio interessante, veio a revelar a
necessidade de uma nova aplicagdo, por forma a obterem-se dados mais
conclusivos. .‘

Os dados recolhidos e o seu posterior tratamento, particularmente a
nivel das frequéncias de respostas certas e do tipo de estratégias utilizadas
conducentes ou ndo a respostas certas, tornam possivel a identificagdo de
semelhangas e de diferengas e as respectivas interpretagdes entre os alunos
com bom desempenho e com mau desempenho, relativamente 4 compreensdo
do conceito de nimero racional.

4.2.2 Desempenho nas Diversas Componentes do Nimero Racional

Na Tabela 6 especificam-se as diferentes tarefas relativas a cada um
dos diferentes aspectos do numero racional estudados e indicam-se as
percentagens de respostas certas que lhes correspondem, nos grupos
considerados.

Como se pode constatar pela analise da tabela, no total das doze
tarefas, as que se revelaram mais ficeis foram as que se referiam a
componente quociente (tarefas 1, 3 e 7) para o grupo B (66.67%) e para o
grupo A (93.33%), grupo que apresenta também valores elevados na
componente medida (96.50%) e adi¢dio (93.33%).
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Tabela 6 - Percentagens de Respostas Certas em Cada Componente do
Numero Racional no Grupo A e no Grupo B.

Componentes Grupos
A B

Quociente 93.33 66.67
(tarefa 1,3,7)
Medida 96.50 60.00
(tarefa Sa, 5b)
Adicdo 93.33 63.33
(tarefa 6, 9)
Ratio 73.34 . 30.00
(tarefa 4, 10) ‘
Equivaléncia 83.33 33.33
(tarefa 2, 8)

Os dois grupos manifestaram uma maior dificuldade, se bem que de
grau muito diferente (73.34% de respostas certas para o grupo A e 30.00%
para o grupo B), na resolugio das tarefas relativas 4 interpretagfo ratio. Na
tarefa 4, envolvendo quantidades discretas, os resultados foram inferiores
(66.67% no grupo A e 20.00% no grupo B) aos obtidos na tarefa 10 relativa a
quantidades continuas (80.00% no grupo A e 40.00% no grupo B).

Realce-se ainda o facto de o grupo B nas interpretagdes ratio e
equivaléncia apresentar valores muito baixos em termos de percentagem de
respostas certas.

A figura 13 permite visualizar as diferengas entre os dois grupos e
observar como as diversas componentes do niimero racional se revelaram com
graus diferentes de facilidade, podendo talvez estabelecer-se uma hierarquia de
dificuldade entre os subconstructos quociente e medida, por um lado e ratio,
por outro.
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Figura 13 - Comparacdo entre as Percentagens de Respostas Certas em cada
Componente do Namero Racional nos Grupos AeB.

£ interessante verificar que os resultados obtidos, por um lado, nas
tarefas relativas ao subconstructo medida e a operagéo adi¢do e, por outro, nas
tarefas envolvendo o subconstructo ratio e as referentes a equivaléncia de
fraccdes, sdo proximos.

Estes resultados nfo sdo surpreendentes, confirmam mesmo 0S obtidos
em estudos anteriores, isto €, o subconstructo quociente e medida revelam-se
como sendo os mais faceis e o subconstructo rafio como o mais dificil.

4.2.3 Desempenho nas Componentes Quociente, Adicdo e Equivaléncia em
Contexto Concreto e Abstracto

No sentido de responder a segunda questéio de estudo evidenciam-se 0s
resultados obtidos nas seis tarefas em que se contrastavam O0S contextos, a
saber: '

_ tarefas 1 e 7 relativas & componente quociente, respectivamente em
contexto concreto e abstracto e envolvendo a fracgdo 1/3;

- tarefas 6 e 9 relativas a adi¢io de nameros racionais (3/4+1/2),
respectivamente em contexto concreto e abstracto;

_ tarefas 2 e 8 relativas ao conceito de equivaléncia de fracgdes (2/3 e
8/12), respectivamente em contexto concreto e abstracto.
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Na Tabela 7 apresentam-se os resultados, em percentagem, das seis
tarefas mencionadas, para cada um dos grupos A e B.

Tabela 7 - Percentagens de Respostas Certas nas Tarefas Quociente,
Adigdo e Equivaléncia em Contexto Concreto e Abstracto, nos Grupos

AeB
4 Grupo A Grupo B
Tarefas Contexto Contexto Contexto Contexto
concreto  abstracto  concreto  abstracto

Quociente 100 93.33 86.67 60.00
(tarefa 1, 7)
Adigdo 93.33 93.33 80.00 46.67
(tarefa 6, 9) ﬁ
Equivaléncia 86.67 80.00 40.00 33.33
(tarefa 2, 8)

Nos dois grupos A e B, os resultados das tarefas em contexto concreto,
qualquer que seja a situagdo considerada, sdo superiores ou iguais aos das
tarefas em contexto abstracto. Em qualquer dos casos, a diferenca ¢ sempre
mais acentuada no grupo B. De facto, neste grupo, em qualquer das tarefas, ¢
particularmente evidente como o contexto concreto se revelou facilitador na
resolugdo das tarefas relativamente ao contexto abstracto.

Na tarefa 1 (quociente) e na tarefa 2 (equivaléncia) o contexto concreto
referia-se no enunciado a uma situagio do quotidiano, respectivamente, de
divisdo e de comparagio. Na tarefa 6 (adigfio), o contexto concreto consistiu
na representagio da situagdio através de materiais, o que estimulou a sua
utilizagdo pelos alunos.
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A figura 14 permite visualizar as diferengas entre os dois grupos e
observar como, particularmente no grupo B (alunos com mau desempenho),
essas diferengas sdo notorias.
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Figura 14 - Comparagio entre as Percentagens de Respostas Certas nas
Tarefas Quociente, Adigdo ¢ Equivaléncia, em Contexto Concreto e
Abstracto, nos grupos Ae B

E interessante verificar como a tarefa relativa a adigdo, que foi
apresentada no contexto concreto com materiais que os alunos podiam
manipular, se revelou como bem mais ficil do que a apresentada em contexto
abstracto, principalmente se nos lembrarmos que os alunos conheciam ja o
algoritmo da adigio com o qual podiam responder 4 questdo ¢ que, de acordo
com a entrevista, as suas dificuldades ndo se traduziam na escolha da operagio
a realizar.

4.2.4 Desempenho nas Componentes do Nimero Racional e o Nivel Etario

Com o objectivo de responder a terceira questdio organizaram-se 0s
resultados obtidos, em cada um dos aspectos relativos ao conceito de numero
racional, de acordo com o nivel etario. Como a idade dos sujeitos estava

compreendida entre os 11,4 € os 15,3 anos, consideraram-se quatro niveis (11,
12, 13 e 14) de idade.

9%




Convénr-aqui referir que a idade média de um aluno do 6° ano de
escolaridade, sem repeténcias, ¢ de 12 anos. Entdo, os sujeitos da amostra com
13 ou 14 anos sdo alunos que ja repetiram um ou 2 anos, aspecto que foi
confirmado junto dos directores de turma.

A Tabela 8 refere-se as percentagens de respostas certas em cada
componente estudada e considerando o nivel etario da totalidade dos alunos,
isto ¢, ndo se destacando se o aluno pertence ao grupo A ou B.

Tabela 8 - Percentagens de Respostas Certas nas Tarefas Quociente, Medida,
Adigdo, Ratio e Equivaléncia por Nivel Etario

Idade em anos
Componentes  114<I<12  12<I<I13 13<I<14  14<I<15,3

Quociente 80.37 79.48 81.78 78.21
Medida 80.30 79.64 72.45 80.41
Adi¢do 64.37 75.62 87.53 85.78
Ratio 29.93 62.90 63.54 50.28
Equivaléncia 57.13 56.23 56.00 64.03

Verifica-se que, na tarefa quociente, os resultados sdo bons e muito
préximos, para qualquer nivel de idade considerado. Nas tarefas adigdo, ratio
e equivaléncia ha diferengas nos valores obtidos, quando se tem em conta o
nivel etario, ou seja, os alunos com idades mais baixas (entre 11,4 e 12 anos)
sdo os que apresentam resultados inferiores.

Na figura 15 ¢é possivel visualizar essas diferengas observadas, no
desempenho relativo as componentes, de acordo com o nivel de idade
considerado.
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Figura 15 - Comparagdo entre os Desempenhos nas Componentes do Numero
Racional por Nivel Etario

De facto, os alunos com idades compreendidas entre 11,4 e 12 anos sdo
os que apresentam resultados mais heterogeneos, isto ¢, a diferenca entre o
valor minimo (ratio - 29.93%), no conjunto dos cinco aspectos considerados, e
o valor maximo (quociente - 80.37%) é a mais elevada, tendo em conta os
grupos de idade.

Por outro lado, os alunos com idades compreendidas entre 12 e 14 anos
de idade sio os que apresentam resultados que se podem considerar mais
homogéneos, ou seja, ha uma menor oscilagio entre os valores maximo e
minimo.

E interessante notar que os baixos resultados obtidos no conceito ratio
se devem essencialmente ao grupo de alunos com 11 anos de idade.

A Tabela 9 mostra as percentagens de respostas certas em cada
componente do nimero racional tendo em conta o nivel etrio ¢ também os
grupos A e B de alunos. Pela andlise da tabela € possivel verificar que €
particularmente este ultimo grupo de alunos que contribui para os resultados
mais baixos nas tarefas ratio.
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Tabela 9 - Percentagens de Respostas Certas nas Tarefas Quociente, Medida,
Adigio, Ratio e Equivaléncia por Nivel Etirio e em cada um dos

Grupos AeB
Idade em anos
Componentes 11 ,4<I<12 12<1<13 13<I<14 14<I<15,3
A B A B A B A B

Quociente 46.88 3349 4636 33.12 4770 3408 4562 3259
Medida 49.51 30.79 49.11 3053 4467 2778 4958 30.83
Adigio 3835 26.02 4505 3057 5215 3538 51.10 34.68

Ratio 2124 869 4464 1826 4509 1845 3568 14.60
Equivaléncia 40.81 16.32 40.16 16.07 40.00 1600 4574 1829

Legenda:
A - Alunos com bom desempenho
B - Alunos com mau desempenho

Outro aspecto a assinalar diz respeito ao facto de, no grupo dos alunos
com idades compreendidas entre 14 e 15,3 anos, o subconstructo rafio se ter
revelado como o mais dificil, tal como para o grupo dos alunos com idades
compreendidas entre 11,4 e 12 anos.

Se, por um lado, parece que o subconstructo rafio funciona
discriminativamente em relagdo a idade, por outro lado, o grupo de alunos com
idades compreendidas entre os 12 ¢ os 14 anos obtém melhores resultados que
o grupo de alunos com idades compreendidas entre os 14 e os 15 anos, o que
faz supor que outros factores poderdo intervir que serdo discutidos no capitulo
seguinte.

4.2.5 Sintese dos Resultados Traduzidos em Desempenho

Como ja se referiu, o tratamento dos resultados obtidos pelos alunos nas
tarefas, em termos de desempenho, foi realizado com o fim de responder as
trés primeiras questdes do estudo. |

Os resultados permitiram detectar diferentes graus de facilidade na
realizacdo das tarefas, revelando-se a componente ratio como a mais dificil,
para o grupo A (alunos com bom desempenho) e para o grupo B (alunos com
mau desempenho) e a componente quociente como a mais ficil para o grupo
B. No grupo A, as tarefas relativas a componente medida sdo as que
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apresentam melhores resultados, embora muito préximos das que envolvem o
subconstructo quociente e a adigio.

Os resultados permitiram verificar que as tarefas em contexto concreto
se revelaram mais faceis que as tarefas em contexto abstracto, em qualquer
das situagdes consideradas (quociente, adi¢do e equivaléncia), nos dois grupos,
embora a diferenga seja mais evidente no grupo B.

No que diz respeito 4 influéncia da idade no desempenho das diversas
tarefas, observa-se que os alunos de idades compreendidas entre 11,4 ¢ 12
anos sdo os que apresentam resultados mais baixos nas tarefas envolvendo a
adi¢fio, a equivaléncia e o ratio, em particular, neste ultimo caso, quando se
compara com os outros niveis de idade.

4. 3. ESTRATEGIAS UTILIZADAS NAS DIVERSAS TAREFAS

Apos a defini¢io das estratégias de resolugdo utilizadas pelos alunos,
apresentam-se, para as diversas tarefas, os tipos de procedimentos
considerados, bem como os dados dai resultantes, tentando, assim, dar
resposta as questdes 4 e 5 do estudo.

4.3.1 Definig¢o das Estratégias de Resolugdo

A defini¢do dos diferentes tipos de estratégias baseou-se essencialmente
nos diversos modos representacionais que os alunos escolheram para resolver
as questdes propostas. Para isso, o ponto de partida foi o modelo de Lesh
(1983) que corresponde a uma reconceptualizagio do modelo de Brunner, em
que no modo iconico se inclui a utilizagio de materiais manipulativos e
modelos figurais estiticos como desenhos, esquemas, esbogos, € no modo
simbolico se considera a linguagem oral e os simbolos escritos. Assim, a
categorizagdo a seguir apresentada, baseia-se na definida no "Rational Number
Project” de Behr et al. (1983).

Para as tarefas 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, ¢ 10 (Anexo B) e apés uma analise
dos protocolos dos alunos, optou-se essencialmente por cinco tipos de
procedimentos.

-Representacido matematica quando o aluno utiliza a escrita simbolica
como forma de representar a no¢3o e/ou usa um algoritmo usual para resolver
uma tarefa. Nas tabelas que se seguirdo as duas situagdes aparecem em
separado.
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- Representacdo grafica quando o aluno faz um desenho, um esbogo ou
utiliza um ja feito e disponivel para representar uma ideia.

- Representacio com materiais se o aluno utiliza material de
concretiza¢do para a resolugdo da tarefa.

- Representagdo mental quando o aluno exprime a sua maneira de
pensar verbalmente através de uma regra ja aprendida, percebida ou entio
quando ele préprio inventa uma regra como modo de resolver a tarefa.

Neste ultimo caso, os alunos nfo fazem registos. Pode haver uma

situacdo que é imaginada, visualizada mentalmente, como acontece na tarefa
4, que envolve a nogdo de ratio em quantidades discretas, em que um aluno
diz: "no primeiro caso tenho que dividir a colher em por¢des mais pequenas,
no segundo caso é pér metade de cada colher". Outro exemplo é o de um
aluno que, na tarefa 10 relativa a nogdo de ratio em quantidades continuas,
refere o seguinte: "sdo iguais porque se simplificar 2/6 por 2 da 1/3" ou ainda
"h4 um bolo divide-se em trés partes iguais ... ha dois bolos para seis pessoas é
como se houvesse um bolo a dividir por trés e outro bolo a dividir pelos outros
trés".

- Estimativa se o aluno, recorrendo a material de concretizac¢éo na
resolugdo da tarefa, estima o resultado. Este procedimento verifica-se apenas
na tarefa 6 (adi¢fio em contexto concreto).

Na tarefa 5 relativa ao subconstructo medida foi necessario introduzir
novos critérios, uma vez que 0s anteriores nem sempre se ajustavam. A
representacdo de fracgles na recta numérica levantou grandes problemas aos
alunos, particularmente pela dificuldade em identificar a unidade, tal como ja
se tinha constatado no teste de papel e lapis sobre o Conceito Parte-Todo.
Assim, foi possivel detectar para o subconstructo medida quatro tipos
diferentes de estratégias que, a seguir, se definem:

- Divisdo da unidade em partes quando o aluno reconhece a unidade e
considera partes da unidade para a representagdo do niimero.

- Transformacfio da frac¢fio em decimal quando o aluno transforma a
fraccdo em numeral decimal ¢ representa esta forma na recta numeérica.

- Fixa¢do num dos termos da fracgiio quando a aluno ignora o

denominador ou o numerador e representa a fracgio na recta numérica como
se se tratasse de um nimero inteiro.
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- Apoio numa figura geométrica quando o aluno recorre a um
rectingulo que desenha, representa neste a parte correspondente a fracgdo e
transpde depois a situagdo para a recta numérica.

Durante a entrevista, se o aluno utilizava um dado procedimento e ndo
conseguia chegar a uma resposta certa, o investigador sugeria que tentasse
novamente, recorrendo a outras formas, nomeadamente ao uso de materiais
que estavam disponiveis (ver comsigne-Anexo B). Neste sentido, quando
aparece a referéncia a duas ou mais estratégias isso significa que o(s) aluno(s)
ndo foi capaz de resolver correctamente a tarefa, numa primeira tentativa.
Note-se que, mesmo assim, nalguns casos o uso de outro tipo de procedimento
ndo se traduziu numa resposta certa.

Refira-se ainda que, num caso ou noutro, o aluno espontaneamente
recorria a outras estratégias quando verificava que a primeira ndo o conduzia a
uma resposta razoavel.

No Anexo E € possivel observar exemplos de cada uma das referidas
estratégias acima definidas.

4.3.2 Estratégias de Resolug@o na Tarefa Quociente em Contexto Concreto e
em Contexto Abstracto

Os dados que se apresentam, para todas as tarefas, referem-se as
ocorréncias dos diferentes procedimentos e ainda ao numero de respostas
certas no grupo A, os alunos com bom desempenho e no grupo B, os alunos
com mau desempenho.

Na Tabela 10 especificam-se, para a tarefa quociente, os diversos tipos
de procedimentos adoptados pelos alunos de cada um dos grupos e as
respectivas ocorréncias. A leitura da tabela permite observar quais os que
conduziram a respostas certas, em contexto concreto (tarefa 1) e abstracto
(tarefa 7). '
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Tabela 10 - Frequéncia das Estratégias de Resoluc@o na Tarefa Quociente, em
Contexto Concreto e em Contexto Abstracto.

Contexto Contexto

Concreto Abstracto

Estratégias A B A B
C/E C/E C/E C/E
. Representagio matematica (algoritmo - 1:3). - - 3/0 2/2
. Representagdo matematica (1/3). 8/0 3/0 5/0 1/0
. Representacio matematica (1/3) e algoritmo. - - 4/1 6/3
. Representacfo matematica (1/3) e grafica. 5/0 8/1 2/0 0/1

. Representagio grafica, matematica (1/3) 2/0 2/1 - -

e algoritmo (1:3).

Total 15/0 13/2 14/1 9/6
Legenda:
C - Resposta certa A- Alunos com hom desempenho
E - Resposta errada B- Alunos com mau desempenho

A analise da tabela anterior permite evidenciar que o Unico
procedimento comum aos dois contextos e aos dois grupos € a representagdo
matematica (1/3) e que na tarefa quociente qualquer um deles recorre ao
procedimento do algoritmo em contexto abstracto, mas ndo em contexto
concreto. Por outro lado, neste ultimo contexto utilizam a representagdo
grafica (ainda que associada a outras representagdes) com grande frequéncia, o
que ndo se verifica em contexto abstracto.

Convém realcar que nas situagles de ajuda, em que os alunos utilizam
outros procedimentos por sugestdo da investigadora, no grupo B ha seis
situagBes que ndo se traduzem em respostas certas, enquanto no grupo A ha
apenas uma situacio em que isso acontece.

4.3.3 Estratégias de Resolugdo na Tarefa Adigdo em Contexto Concreto e em
Contexto Abstracto

Na Tabela 11 ¢ possivel observar os procedimentos que os alunos, dos
grupos A e B adoptaram e ainda os que conduziram a respostas certas ou néo,
na tarefa adi¢do, em contexto concreto e abstracto.

Convém recordar que na situagdo de contexto concreto (tarefa 6) se
apresentavam ao aluno dois circulos em cartfio, em que um estava dividido em
quatro partes equitativas e trés estavam pintadas € o outro em trés partes
equitativas e uma estava sombreada. Na situagio de contexto abstracto (tarefa
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9) apenas se pedia para realizar o céalculo da adigdo de duas frac¢des (3/4
+1/2).

Tabela 11 - Frequéncia das Estratégias de Resolugdo na Tarefa Adigdo, em
Contexto Concreto e em Contexto Abstracto

Contexto Contexto
Concreto Abstracto
Estratégias A B A B
C/E C/E C/E C/E
Representacdo matematica (minimo multiplo co-  7/1 372 12/0 7/2
mum). .
.Adopgdo de uma regra "inventada". - - 0/1 0/5
.Adopgdo de uma regra "inventada" e representacdo - - 2/0 0/1
matematica (minimo multiplo comum).
Representacédo grafica e estimativa. - o - -
Estimativa. - 20 - -
Representacdo matematica (minimo multiplo co-
mum) e utiliza¢do de material manipulativo. 2/0 6/0 - -
.Utilizagdo de material manipulativo e estimativa. 5/0 1/0 - -
Total 14/1 12/3 14/1 7/8
Legenda:
C - Resposta certa A- Alunos com bom desempenho
E - Resposta errada B- Alunos com mau desempenho

Pela andlise da tabela pode observar-se que o tnico procedimento
adoptado pelos alunos nos dois contextos é a representagio matematica,
recorrendo ao método do minimo multiplo comum para adicionar as fracgdes.
Este procedimento ¢ o que conduz a um maior nimero de respostas certas no
grupo A, em qualquer dos contextos.

Por outro lado, verifica-se que os alunos nfo recorrem a representacio
grafica ou 4 utilizagdo de material manipulativo em contexto abstracto, o que
ndo acontece na situagdo de contexto concreto. Nesta situagdo os alunos
acabam por manipular o material - usado pela investigadora para apresentar a
tarefa - como meio auxiliar no pensar sobre o processo de resolugédo e, por
isso, estimam o resultado (nove alunos dos dois grupos A e B), ndo efectuando
céalculos.

Note-se que a estimativa ¢ um procedimento que aparece apenas nesta
situagdo e surge associado a outros em sete situagdes.

E também interessante constatar que na situagio de contexto abstracto
h4a, como unica alternativa ao método do minimo multiplo comum, a
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recorréncia a uma regra "inventada" enunciada oralmente pelo aluno. Ha seis
sujeitos que persistem na regra, mesmo depois de terem sido questionados
pelo mvestigador e, por isso, ndo conseguem obter uma resposta certa. Ha trés
alunos que com esse tipo de ajuda, repensam o processo de resolugcdo, mas
destes s6 dois, do grupo A, acabam por dar uma boa resposta.

4.3 4 Estratégias de Resolugéio na Tarefa Equivaléncia em Contexto Concreto
e em Contexto Abstracto

Na componente equivaléncia a estratégia representagdio matematica
assume diversos aspectos. Os alunos utilizaram o calculo do minimo multiplo
comum, procedimento aprendido nas aulas € o mais usado em situagdes de
ordenagdo e comparagdo de fracgdes. A transformagio da fraccio em numeral
decimal foi outro procedimento usado, mas apenas por alunos do grupo A. Um
outro procedimento, a forma equivalente (multiplicar por 3 o numerador e o
denominador da fracgfo) foi pouco utilizado. ‘

Na Tabela 12 podem observar-se os diferentes tipos de estratégias de
solugdo usadas pelos dois grupos de alunos e as que conduziram a respostas
certas ou erradas, na tarefa equivaléncia, em contexto concreto (tarefa 2) e em
contexto abstracto (tarefa 8).

A analise da tabela evidencia que o procedimento conducente a um
maior numero de boas respostas, nos dois contextos, ¢ a representacdo
matematica, nas suas diversas formas e para os dois grupos de alunos.

Por outro lado, verifica-se que os alunos recorrem com frequéncia a
"invengdo de uma regra", embora este procedimento nfio conduza a boas
respostas. Esta situagdo altera-se quando sdo ajudados e optam pela estratégia
da representa¢io matematica, com recurso ao método do minimo multiplo
comum. Mas se preferem utilizar material concreto, o que s¢ acontece no
grupo B, entdo os alunos nfo conseguem obter respostas certas.
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Tabela 12 - Frequéncia das Estratégias de Resolugio na Tarefa Equivaléncia
em Contexto Concreto ¢ em Contexto Abstracto.

>

Contexto Contexto
Concreto Abstracto
Estratégias A B A B
C/E C/E C/E C/E
.Representa¢do matematica (minimo multiplo comum) 5/0 1/0 3/0 1/0
.Representagio matematica (forma decimal) 2/0 - 4/0 -
.Representa¢fo matematica (forma equivalente) - 1/0 2/0 -
.Adopgdo de uma regra "inventada". 0/2 0/4 0/1 0/4
-Representa¢o matematica (minimo multiplo comum)
e adopgo de uma regra "inventada". 4/0 2/0 2/0 1/0
.Utilizagdo de material concreto e adopgiio de uma
regra "inventada". - 071 - 0/3
. Representagio grafica e adopgfo de uma regra .
"inventada". 20 2/4 172 3/3
Total 13/2 6/9 12/3 5/10
Legenda:
C - Resposta certa A- Alunos com bom desempenho
E - Resposta errada B- Alunos com mau desempenho

Quando os alunos modificam o procedimento invengdo de uma regra e
usam como alternativa a representagdio grafica, a situagdo torna-se nalguns
casos (oito situagBes para alunos dos dois grupos € nos dois contextos)
facilitadora da resolugio.

Pode ainda constatar-se que os alunos do grupo A recorrem mais ao
procedimento da representagdo matematica, nas diversas formas, do que os
alunos do grupo B que, por sua vez, preferem a invengio de um regra como
meio de resolver a situagio, em qualquer contexto.
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4.3.5 Estratégias de Resolugio na Tarefa Quociente com Frac¢Ses
Arquimedianas e Ndo-Arquimedianas

Nas tarefas relativas ao subconstructo quociente em contexto concreto
(tarefas 1 e 3) foi possivel analisar as situa¢des em que a fracgio envolvida é
arquimediana (o numerador ¢ a unidade - 1/3) e aquelas em que a frac¢io é
ndo arquimediana (o numerador ¢ diferente de 1 - 3/4). Assim, na Tabela 13
apresentam-se os procedimentos que os alunos utilizaram, bem como os que
conduziram a respostas certas ou erradas.

Tabela 13 - Frequéncia das Estratégias de Resolu¢do na Tarefa Quociente em
Contexto Concreto, para as fracgGes 1/3 e 3/4.

Fracgdo 1/3  Fracgdo 3/4

Estratégias A B A B
C/E C/E C/E C/E

. Representagdo matematica (1:3=0,3(3) ou 3/4=0,75). - - 5/0 372
. Representagdo matematica (1/3 ou 3/4). 8/0 3/0 4/0 2/0
. Representac¢do grafica. - - - 1/0
. Utilizag@o de material concreto. - - 1/0 2/0

. Representagdo grafica e matematica (1:3=0,3(3) ou  5/0 8/1 3/2 0/5
3/4=0,75).

. Representagdo grafica e matematica (1:3=0,33) ou  2/0 2/1 - -
3/4=0,75 e 1/3 ou 3/4).

Total 15/0 13/2 13/2 8/7
Legenda: v
C - Resposta certa A- Alunos com bom desempenho
E - Resposta errada B- Alunos com mau desempenho

Quando se comparam os procedimentos utilizados na tarefa quociente,
envolvendo a frac¢do 1/3 ou 3/4, verifica-se que neste ultimo caso os alunos
preferem a representagdo matematica na forma decimal, embora dois alunos
do grupo B ndo tenham conseguido obter resposta correcta. Este procedimento
ndo foi escolhido por nenhum sujeito na primeira situagfo.

Para alguns alunos tornou-se natural e evidente que quando se dividia
uma pizza por trés pessoas (tarefa 1), cada pessoa comia 1/3 da pizza, ndo
parecendo necessario recorrer ao algoritmo. Este quando surge estd sempre
associado a outros procedimentos em qualquer um dos grupos.
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Na situa¢fio 3/4 (tarefa 3), a utilizagio de material manipulavel, s6 por
si, levou os alunos a dar respostas certas. Note-se que, neste caso, recorriam 2
linguagem oral, dizendo "trés quartos" como resposta para a questio.

A estratégia da representagdo grafica, adoptada na situagdo 1/3 e 3/4
peIos alunos dos dois grupos, nem sempre se traduziu em boas respostas. Ha
nove situagdes, principalmente com alunos do grupo B, em que aquele
procedimento, usado com outras formas de representagdo, ndo foi facilitador
na resolugdo da tarefa. Quando se analisam os procedimentos dos alunos
verifica-se que uma das dificuldades em resolver esta situacio releva do facto
deles n3o considerarem a divisdo equitativa das figuras geométricas que
utilizam para representar as fracgdes.

Contudo, também aqui se constata que o questionamento feito pela
experimentadora no sentido de ajudar ndo foi suficiente ¢ que os alunos
manifestaram pouca flexibilidade na passagem de um modo de representac@o
a outro.

4.3.6 Estratégias de Resolugdo na Tarefa Ratio com Quantidades Continuas e
com Quantidades Discretas

Para o subconstructo ratio utilizou-se uma situagio que envolvia
quantidades continuas (tarefé 10) e outra que envolvia quantidades discretas
(tarefa 4).

Na Tabela 14 apresentam-se as diversas estratégias utilizadas pelos
alunos dos dois grupos e respectivas ocorréncias, nas situagdes referidas e
ainda as que conduziram a respostas certas ou erradas.

Como se pode observar na tabela, a estratégia mental, isolada ou
associada a outras, é adoptada nas duas situagbes de ratio, a que envolve
quantidades continuas ¢ a que envolve quantidades discretas, embora nem
sempre conduzindo a respostas certas. Para os alunos do grupo B este
procedimento nfio se revelou uma boa estratégia, porque dos catorze que a
utilizaram isoladamente s6 dois conseguiram obter uma resposta certa.
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Tabela 14 - Frequéncia das Estratégias de Resolugdo na Tarefa Ratio para
Quantidades Continuas e para Quantidades Discretas

Quantidades  Quantidades

continuas discretas

Estratégias A B A B
C/E C/E C/E C/E

. Representacdo matematica (0,(3) e 0,(3) ou 1/3 / - 0/2 2/0 -

0,(3)€3/6/0.5).

. Representagdo matematica (ratios equivalentes). 2/0 - - -
. Representacdo mental. 512 0/5 173 2/7
Representagio matematica (forma decimal) e - 0/2 3/0 1/0
mental. 5/1 5/0 4/2 0/5

. Representacéo grafica e mental. - 1/0 - -

. Representacdo matematica, grafica e mental.

Total 1273 6/9  10/5  3/12

Legenda: .
C - Resposta certa ‘ A- Alunos com bom desempenho
E - Resposta errada B- Alunos com mau desempenho

A estratégia da representagdo matematica, quer quando os alunos
transformam o ratio em numeral decimal, quer quando triplicam, conduz
sempre a boas respostas para os alunos do grupo A, o que ndo acontece com
os do grupo B quando estes a preferem.

E ainda de salientar que a representagdo grafica, sempre associada a
outras, foi facilitadora da resolug¢do da tarefa para quantidades continuas mas
‘ndo na situagdo que envolvia quantidades discretas, em qualquer dos grupos
considerados.

4.3.7 Estratégias de Resolugdo na Tarefa Medida com Fracgdes
Arquimedianas e Nio Arquimedianas

No subconstructo medida foram apresentadas situagdes que envolviam
a fracclo 3/4 e a fracgdo 1/2.

Na Tabela 15 apresentam-se as diversas estratégias adoptadas pelos
alunos dos dois grupos € que conduziram a resposta certa ou errada.
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Tabela 15 - Frequéncia das Estratégias de Resolugdo na Tarefa Medida para
as Fracgdes 3/4 e 1/2

Fraccdio 3/4  Fracclio 1/2

Estratégias A B A B
C/E C/E C/E C/E

.Divis#o da unidade em partes. 5/0 8/0 4/0 4/0
.Apoio numa figura geométrica (rectingulo). 2/0 - - -
.Fixa¢fo no numerador da frac¢do. - 0/5 - 0/4
.Transformagio da fracgio em decimal. 6/0 - 6/0 1/1
Fixacdo no numerador da fracgio e apoio numa  1/0 - - -
figura.
Fixacdo no numerador da fracgdo e divisdo da  0/1 2/0 171 1/1
unidade em partes.
JFixacdo noutra unidade e divisdo da unidade em - - 3/0 2/1
partes.

Total 14/1 ~ 10/5 14/1 8/7
Legenda:
C - Resposta certa A- Alunos com bom desempenho
E - Resposta errada B- Alunos com mau desempenho

A estratégia da divisio da unidade em partes foi preferencialmente
usada pelos alunos dos dois grupos e foi também a que se traduziu no maior
namero de respostas certas. Além disso, os alunos recorreram a ela como
alternativa a outras estratégias, depois do questionamento da experimentadora.

Uma estratégia que conduziu a boas respostas foi a transformagdo da
fraccio em numeral decimal e posterior representagio na recta numérica,
estratégia adoptada preferencialmente por alunos do grupo A.

Nalguns casos, os alunos do grupo B fixaram-se no numerador da
fracgio e "esqueceram" o denominador, tendo dificuldade em pensar em
alternativas, mesino depois de questionados, quer na situagio que envolvia a
fracgiio 3/4, quer na que envolvia 1/2. Nesta situagdo houve trés alunos do
grupo A e trés do B que nfio foram capazes de reconhecer a unidade,
assumindo outro valor para a unidade, mas cinco deles depois de ajudados
conseguem a resposta correcta. ’

E interessante assinalar o caso de trés alunos do grupo A que
comegaram por representar 3/4 num rectdngulo, que desenham em papel
quadriculado e depois fazem a transferéncia para a recta numerica.
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4.3.8 Sintese dos Resultados Traduzidos em Estratégias de Resolugéo

Com o estudo das estratégias adoptadas pelos alunos na resolu¢éo das
tarefas pretendia-se responder s questdes 4 e 5 do estudo.

" E possivel verificar que a forma como a tarefa é apresentada, os valores
numéricos envolvidos e o facto das grandezas serem continuas ou discretas,
condiciona os procedimentos que os alunos utilizam. Em situagSes de contexto
concreto os alunos recorrem ao uso de materiais, a representagdes graficas e
estimam as respostas com frequéncia, o que ndo acontece nas situagdes de
contexto abstracto. Nestas situacdes observa-se uma menor diversidade nas
estratégias utilizadas.

Os alunos do grupo A recorrem com mais frequéncia a procedimentos
formais na resolugéo das tarefas do que os do grupo B.

E interessante notar que as ajudas (sugestdo no uso de materiais,
indicacdes de aquiescéncia e de questionamento) despoletaram nalguns alunos
novas pesquisas na procura de solugbes e, nesse sentidb, foram facilitadoras,
mas para outros alunos isso ndo se verificou.

4. 4 CONCEPCOES ERRONEAS NA APRENDIZAGEM DO CONCEITO DE
NUMERO RACIONAL

Apds a defini¢fo das concepgdes erroneas evidenciadas, apresenta-se
uma sistematiza¢do das mesmas, tendo em conta as representagoes usadas pelos
alunos. De seguida referem-se os tipos de concepgdes manifestadas no conjunto
das tarefas, pretendendo-se, deste modo, responder 4 questdo 6 do estudo, ou
seja, pesquisar dificuldades conceptuais na compreensdo do niimero racional.

" 4.4.1 Definicfo das Concepgdes Errdneas

Numa primeira anélise das concepgdes erroneas, manifestadas ao longo
da resolucdio das diversas tarefas, verificou-se que era necessario proceder a
uma definicio mais abrangente que englobasse o conjunto das actividades. Esta
necessidade surgiu porque se constatou que algumas das concepgdes erroneas
estavam presentes em diversas tarefas. No Rational Number Project, de Behr et
al. (1983), em que também se procedeu a uma analise sistematica dos erros,
esta foi feita para cada uma das tarefas. No nosso estudo, as dificuldades
reveladas pelos alunos estdo muito ligadas as representacdes que utilizam para
resolver a tarefa.
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Neste sentido, pareceu mais claro, proceder a identificagdo de tipos de
concepgdes com base nas representagdes escolhidas pelos alunos. Assim, em
funcdo do tipo de estratégia adoptada, ¢ possivel sistematizar concepgdes que
derivam do uso da representagdo grafica, da representagdo simbdlica e do uso
de modelos manipulativos.

Concepcio do tipo I est4 associada ao uso da representagdo grafica, isto

¢, quando o aluno usa uma regiéo circular e/ou rectangular como modo de
exprimir ideias acerca de fracgOes. Neste caso 0 erro resulta da dificuldade em
dividir equitativamente a regido e/ou ignorar esse aspecto.

Incluiram-se nesta categoria os desenhos que os alunos faziam, quando
pretendiam traduzir situagdes problematicas, mas ndo respeitam nessas figuras
a divisdo equitativa, mesmo depois do questionamento da experimentadora
(Anexo E).

Consideraram-se ainda os procedimentos dos alunos que na tarefa
medida (envolvendo a fracgdo 3/4 ou 1/2) manifestam dificuldade em
identificar a unidade (Anexo E). |

Concepcdo do tipo II estd associada ao uso da representago simbolica,

isto &, quando o aluno utiliza simbolos escritos ou falados para exprimir as suas
ideias sobre fraccdes. Neste agrupamento considerou-se:
_ concepcdo do tipo Ila inclui as situagdes de desconhecimento da

terminologia adequada e de incompreensédo do valor de posigdo nos numeros
decimais;
Exemplo na tarefa 1:
quando 3/2 é usado para representar 2/3
quando 3/2 ¢é lido como 3 unidades

Exemplo na tarefa 7:

quando1/3 ¢ representado por 33

- concepcdo do tipo IIb resulta do facto de ser feita uma transposicao,

para os numeros racionais, de regras aceites para os nimeros inteiros ou ainda
quando o aluno inventa regras para resolver as situagdes apresentadas;

Exemplo na tarefa 2:

"quanto mais pequeno € o denominador maior € a

porgéo"
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"dois terg¢os divide em menos partes, entdo tem mais
chocolate"

"oito € maior que dois"

"oito doze avos esta dividido em mais partes e por isso €
mais quantidade"

"2/3 é maior porque 8/12 esta dividido em mais partes"

Exemplo na tarefa 6:
3/4+1/3=4/7

Exemplo na tarefa 8:
"8/12 é maior que 2/3 porque 8 ¢ maior que 2 e 12 ¢
maior que 3"

- concepedo do tipo Ilc inclui os procedimentos dos alunos que na tarefa
medida ignoram o denominador e consideram apenas o numerador que

representam na recta numérica como se fosse um numero inteiro, léem o
ntmero fraccionario como se fosse um niimero inteiro.

Concepgdo do tipo ITT estd associada ao uso de modelos manipulativos,
isto é, quando o aluno usa materiais concretos, disponiveis e/ou construidos por
ele. A dificuldade em transferir uma escrita simbolica para o modelo
apresentado e vice-versa foi incluida neste tipo de erro.

Concepcio do tipo IV associada a estratégia mental, nas actividades 4 e
10 (ratio). Corresponde as respostas que nfo tém em conta a relagio invariante
entre pares relativos de quantidades, isto é, o aluno ndo tem o sentido da co-
variacdo.

Exemplo na tarefa 4:
_ "o segundo fica mais concentrado porque tem trés de
pé"
"o segundo porque leva mais quantidade de pé"
"ndo é o mesmo po, a quantidade é diferente nas duas

situagdes”
Exemplo na tarefa 10:

"no segundo grupo ha mais quantidade de bolo ...entdo
come mais ..."
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4.4.2 Concepgdes Erroneas nas Componentes Quociente, Equivaléncia e
Adicdo

Na Tabela 16 explicitam-se as concepgdes erroneas dos alunos dos dois
grupos € as respectivas ocorréncias, nas tarefas (Anexo B) relativas as
componentes quociente (tarefa 1, 3 e 7), equivaléncia (tarefas 2 e 8) e adigéo
(tarefas 6 e 9).

Tabela 16 - Frequéncia de Concepc¢des Erréneas do Tipo [, II e III nas
Componentes Quociente, Equivaléncia e Adi¢8o nos grupos A e B

Tipo de Grupo A Grupo B
Tarefas Concepgdes F F
i I - 2
ETRIL 1 2
2 I - 3
~ Ila/lIb 6 1
3 I 1 5
[1a/11b 2 6
I - 1
6 I - 6
ITa/11b 1 5
7 ITa/11b 5 11
8 I 1 2
ITa/11b 5 12
9 Ta/Ib 2 8

Como se esperava, sdo os alunos do grupo B que revelam maior nimero
de dificuldades em lidar com os conceitos analisados, o que se pode observar
através da tabela.

O primeiro tipo de concep¢des erroneas, relacionadas com o facto dos
alunos nfio considerarem uma divis3o equitativa nas figuras geométricas que
utilizam para representar a situa¢fo, surge em todas as tarefas para os alunos do
grupo B, o que ndo acontece com os do grupo A (apenas um aluno, na tarefa 8,
aceitou uma divisdo ndo equitativa).

Nas Concepgdes do tipo IT consideram-se as que constituem verdadeiras
dificuldades conceptuais (IIb e IIc) e as que relevam da ndo aquisicdo da
terminologia propria (I1a), mas nfo nos parece que funcionem como obstaculos
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a aprendizagem.-Este tipo de concep¢des ocorrem nos dois grupos de alunos,
embora em maior nimero nos alunos do grupo B.

E nas tarefas 2 e 8, relativas a equivaléncia, que ocorrem com maior
frequéncia concepg¢des que resultam da transposigdo de regras dos niimeros
inteiros para os niimeros racionais. Nas tarefas 6 e 9, referentes & adi¢do, ocorre
o mesmo tipo de dificuldades, embora em menor quantidade.

4.4.3 Concepgdes Erroneas na Componente Medida

As tarefas que envolvem a componente medida variam na fracgdo
utilizada. Assim, numa das tarefas a fraccio envolvida é 3/4 (tarefa 5a) e na
outra é 1/2 (tarefa 5b).

Na Tabela 17 especificam-se os tipos de concepcles e as respectivas
ocorréncias para a tarefa 5a e 5b, relativa ao subconstructo medida, para os
grupos A e B.

Tabela 17 - Frequéncia de Concep¢des Erroneas do Tipo I e IIc na
Componente Medida nos grupos A e B

Tipo de Grupo A Grupo B
Tarefas Concepgdes F F
5a I - -
Tc 2 5
5b I 3 >
Ic 2 4

E possivel observar que nos dois grupos de alunos ocorrem concepgdes
do tipo Ilc, isto €, os alunos ndo consideram a fraccdo (3/4 ou 1/2) como
representando um nGmero e ignoram o denominador, marcando, assim, na
recta numérica pontos correspondentes ao numerador, respectivamente o
numero 3 e o 1. Verifica-se também que surgem nas duas tarefas, na 5a e na 5b.

Por outro lado, surgem obstaculos resultantes do ndo reconhecimento da
unidade (concepc¢do do tipo 1), na tarefa 5b, levando os alunos a assumir outra
referéncia e, portanto, dificultando a representagdo na recta numérica. A recta
numérica foi representada em papel quadriculado e estavam marcados dois
pontos, correspondentes a 1 e a 2 e os alunos tinham que representar 1/2 do
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percurso que terminava no ponto correspondente a 1. Provavelmente, para
alguns alunos, esta informagio ndo foi bem interpretada.

E interessante observar que na tarefa 5a, envolvendo a representacio de
3/4, os alunos de qualquer dos grupos ndo tiveram dificuldades em reconhecer
a unidade de referéncia.

4.4.4 Concepgdes Erroneas na Componente Ratio

No subconstructo ratio utilizaram-se duas situagdes, uma que envolvia
quantidades discretas (tarefa 4) e outra que envolvia quantidades continuas
(tarefa 10).

Na Tabela 18 mostra-se o tipo de concepgdes erroneas evidenciadas e as
respectivas ocorréncias nas tarefas consideradas, para o grupo A e o grupo B.

Tabela 18 - Frequéncia de Concepgdes Erréneas do Tipo I e IV na
Componente Ratio nos grupos A e B '

Tipo de Grupo A Grupo B
Tarefas Concepgdes F F
4 I 2 4
v 5 12
10 I 1 3
Ia - 2
v 1 1

Na tarefa que envolve quantidades discretas ocorre 0 maior nimero de
incompreensdes e, em particular, do tipo IV. Neste caso, 0 aluno ndo tem em
conta a relacdo invariante entre pares de quantidades, isto €, nfo tem o sentido
da co-variagio o que corresponde, segundo Noelting (1980a, 1980b) ao
racioctnio qualitativo. Observa-se ainda que sdo os alunos do grupo B que
apresentam um maior numero desse tipo de concepgdes.

As concepedes do tipo I reenviam para a dificuldade em utilizar a
representacio grafica para traduzir a situa¢do, quer na tarefa 4, quer na 10. Na
realidade, os alunos recorrem a este tipo de representagdo como forma de
resolver a tarefa sempre associado a outro tipo de estratégia, em particular, a
mental.
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As concepgdes do tipo ITa, que estdo ligadas ao uso incorrecto da
terminologia aparecem apenas em dois casos.

4.4.5 Sintese dos Resultados Traduzidos em Concepgdes Erroneas

Pela analise dos protocolos foi possivel proceder a uma sistematizagéo
das concepgdes que os alunos manifestaram na resolugdio das tarefas. Estas
concepgdes reenviam para dificuldades de diversos tipos que se podem resumir
do seguinte modo:

- nfo relevancia da divisdo equitativa das figuras geométricas utilizadas
para representar as frac¢des, quando os alunos usam a representacao grafica
como estratégia;

- nfio distin¢io entre a no¢do parte-todo e parte-parte;

- dificuldade em reconhecer a unidade de referéncia, quando os alunos
usam a representagdo na recta graduada;

- dificuldade em transpdr um modo de represeritagﬁo para outro, por
exemplo, da representagfio matematica para a grafica ou vice-versa;

- transposicdo de concepgdes aceites para os niimeros inteiros, para os
niimeros racionais;

- dificuldade em assumir a frac¢io como um nimero e, desse modo,
considerar o numerador e o denominador como dois nimeros inteiros;

- dificuldade em considerar o sentido da co-variagfio, nas tarefas que
envolvem o ratio.

Resta acrescentar que, como decorre dos resultados obtidos em termos
de desempenho, sdo os alunos do grupo B que evidenciam maior namero de
incompreensdes em qualquer uma das tarefas.

5.5 RELACAO DOS SUJEITOS COM A MATEMATICA

Como j4 se referiu, ndo houve, de inicio, a inten¢do de fazer um estudo
correlacional entre desempenho de alunos sobre o conceito de nimero racional
e as suas atitudes sobre a matematica. Contudo, pareceu pertinente conhecer
melhor as ideias e a relacdo que os alunos t€m com a matematica. Para isso,
apos a entrevista relativa aos saberes matematicos, colocaram-se trés questoes a
cada um dos alunos.

Relativamente a primeira questio em que se pretendia saber, no
conjunto das disciplinas, em que nivel de preferéncia se situava a Matemadtica,
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verifica-se que a-maioria dos alunos nfo a coloca em primeiro lugar. Contudo,
nfio ha nenhum que "nfo goste nada", a maioria "gosta assim-assim" e apenas
seis indicam essa disciplina como a preferida. Dois alunos referem que nio
percebem nada de Matematica e, por isso, ndo gostam.

Na segunda questfio procurava-se conhecer as ideia dos alunos sobre a
importdncia da Matematica. Todos consideram que a Matematica ¢ uma
disciplina (til na vida quotidiana, tendo assinalado uma ou mais situacdes reais
em que se aplicam conhecimentos matematicos. De facto, as respostas
traduzem as proprias vivéncias dos alunos e, por outro lado, reflectem um
pouco as suas expectativas quanto ao futuro profissional. Assim, ha um grupo
de alunos que liga a importancia da Matemética a situagdes do seu quotidiano e
defende que a Matematica "serve para fazer contas", "para comprar coisas",
"para ver o prego das coisas", "para quando formos as lojas néo nos
enganarem", "para achar as percentagens", "na construgo das casas". Um outro
grupo, pensa mais em termos do seu futuro profissional e, entdo, o(s) aluno(s)
refere que vai precisar de Matematica porque quer "tirar informatica", "ser
vendedor", "trabalhar numa caixa registadora", "ser engenheiro", "ser
desenhador”, "trabalhar num banco".

Com a terceira questdio desejava-se saber que percepgdes tinham os
alunos sobre o que ¢ necessério para se ser "bom aluno" em Matematica. Dum
modo geral, pdem o enfoque no esforgo do aluno, nomeadamente quando
dizem que "estar atento nas aulas” e "estudar” sdo as melhores maneiras de se
tornarem "bons alunos". Estas respostas surgem como as mais defendidas,
sendo mencionadas por quase todos os alunos. "Fazer exercicios" e "fazer os
trabalhos de casa" aparecem como o segundo grupo de respostas mais referidas
por eles. Muito menos indicadas sdo as respostas "compreender” (5 alunos),
"tirar as davidas quando ndo se entende" (3 alunos), "tentar perceber o que a
stora estd a explicar" (2 alunos), "gostar" (1 aluno) e "saber as regras” (1
aluno). '

Interessantes sdo as respostas que em baixo se transcrevem, porque nos
parecem reflectir uma percep¢do mais clara e consciente das condi¢des que
podem levar um aluno a ter melhor desempenho em Matematica.

"Conhecer bem o professor, ter uma boa relagdo com o professor, ter
dificuldades e o professor ajudar, uma vez por outra estudar e maior atengio nas
aulas ", (Resposta de um aluno com nivel 5).

"Rever o que se deu nas aulas, fazer coisas parecidas com o que se fez na aulas,

saber responder, saber a tabuada, saber trabalhar com a calculadora, ver os
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livros, quando tiver dificuldades praticar um pouco, estar com atengdo nas

aulas". (Resposta de um aluno com nivel 4).
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CAPITULOS
DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Neste capitulo apresenta-se um resumo dos resultados obtidos
relativamente as questdes de estudo que conduziram a investigagdo. Apontam-
se conclusdes, tecem-se comentarios, adiantam-se interpretagdes tendo presente
estudos realizados anteriormente. Sugerem-se implicagdes que as conclusdes
poderio ter, quer a nivel psicolégico, quer a nivel pedagégico, particularmente
na didactica da disciplina de Matematica. Por fim, equacionam-se algumas
questdes que se considera serem susceptiveis de esclarecimento em
investigagdes futuras.

5.1 SINTESE DOS RESULTADOS

Apresenta-se de seguida um resumo dos resultados obtidos de acordo
com as questdes que orientaram a investigagdo. Tal como jd se referiu na
apresentacio dos resultados, para responder as trés primeiras questdes usaram-
se dados quzintitativos traduzidos em numero de respostas certas que foram
obtidas em cada uma das dez tarefas. Na analise das respostas dos sujeitos
(divididos em dois grupos, o A - alunos com bom desempenho ¢ o B - alunos
com mau desempenho), consideraram-se as estratégias adoptadas e as
incompreensdes surgidas, o que permitiu responder s restantes questGes do
estudo.

5.1.1 Desempenho nas Componentes do Namero Racional
A primeira questfio referia-se ao desempenho dos sujeitos, em termos de

percentagem de respostas certas, nas tarefas que envolviam as diversas
interpretacdes do nimero racional estudadas.

Os resultados permitiram detectar diferentes graus de facilidade na
realizaciio das referidas tarefas. Assim, das cinco componentes, a relativa ao
quociente revela-se como a mais facil para o grupo B (66.67% de respostas
certas) e para o grupo A (93.33%), grupo que apresenta também valores
elevados na componente medida (96.50%) e adigdo (93.33%). A componente
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relativa ao ratio apresenta os valores mais baixos para os dois grupos A ¢ B
(respectivamente 73.34% e 30.00% de respostas certas). No grupo dos alunos
com mau desempenho essas diferengas sfio mais notdrias que no grupo dos
alunos com bom desempenho.

Assinale-se ainda que o grupo B apresenta uma percentagem média de
respostas certas nas tarefas que envolvem a equivaléncia de fracgdes
notoriamente mais baixa que o grupo A (respectivamente 33.33% ¢ 83.33%).

Os resultados obtidos nas tarefas que envolvem o subconstructo medida e
a operagio adigio sdo proximos, em cada um dos grupos considerados.

A segunda questdo procurava saber se o contexto concreto € facilitador
da resolugio da tarefa e, em particular, se os alunos com mau desempenho
obtém melhores resultados nas tarefas concretas.

Quando se comparam os resultados obtidos em questes envolvendo
contextos concretos e contextos abstractos, verifica-se que nos dois grupos A e

B, os resultados das tarefas em contexto concreto, qualquer que seja a situgéo
considerada, sdo superiores aos das tarefas em contexto abstracto mas é
particularmente no grupo B (alunos com mau desempenho) que o contexto
concreto se revela facilitador na resolugdo das tarefas e em especial na tarefa
adigo.

A terceira questdo dizia respeito ao desempenho nas diversas tarefas
agrupadas por componente do nimero racional aqui estudada, e de acordo com
a idade. Nesse sentido, pretendia-se verificar se os alunos com nivel etrio mais
elevado realizam melhor, qualquer que scja a tarefa. A maior quantidade de
discrepancias ocorre nos alunos de 11 a 12 anos, ou seja, € neste grupo que 0s

resultados sdo mais heterdgeneos, a diferenga entre o valor minimo (ratio -
29.93%), no conjunto dos cinco aspectos considerados, e o valor maximo
(quociente - 80.37%) é a mais elevada. Por outro lado, os alunos com idades
compreendidas entre os 12 e os 14 anos de idade sdo os que apresentam
resultados que se podem considerar mais homogéneos, isto €, hd uma menor
oscilagio entre os valores maximo e minimo. Realce-se, por ultimo, que
enquanto os constructos quociente ¢ medida ndo foram discriminatérios, em
termos de idade, o mesmo nfo aconteceu com as restantes componentes, em
particular, com o conceito ratio.

5.1.2 Estratégias de Resolugio Usadas nas Tarefas

A quarta questiio focava o tipo de estratégias usadas na resolugdo das
tarefas e, desse modo, procurava-se saber se a forma de apresentagio da tarefa
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(contexto concreto ou contexto abstracto nas tarefas quociente, adigdio e
equivaléncia) constrangia o procedimento a utilizar pelos alunos. Considerou-
se também nessa analise um outro aspecto nas tarefas quociente (envolvendo
fracgdo arquimediana - quando o numerador é a unidade - e fracgdo ndo
arquimediana) e ainda nas tarefas relativas ao conceito ratio para quantidades
continuas ou quantidades discretas.

No que diz respeito aos contextos, nas tarefas quociente o UNico
procedimento comum ao0s dois é a representacio matematica (1/3), nos dois
grupos A e B. Qualquer um destes recorre ao procedimento algoritmo em
contexto abstracto, mas nfo em contexto concreto. Neste contexto 0s grupos
utilizam a representagfo grafica (ainda que associada a outras representagdes)
com grande frequéncia. Esta representacdo quase ndo é utilizada nas tarefas em
contexto abstracto, que apresentam resultados mais baixos que as de contexto
concreto.

Nas tarefas adicdo o inico procedimento adoptado pelos alunos nos dois
contextos é a representacdo matematica, recorrendo ao método do minimo
multiplo comum para adicionar as fracgoes. Este procedimento é o que conduz
a um maior nimero de respostas certas no grupo A, em qualquer dos contextos.

Por outro lado, verifica-se que os alunos ndo recorrem a representagdo
grafica ou a utilizagdo de material manipulativo, nem estimam em contexto
abstracto, o que nfo acontece na situagdo de contexto concreto. Nesta situagdo
os alunos, dum modo geral, manipulam o material disponibilizado, como
suporte para pensar no processo de resolugio e estimam o resultado (nove
alunos dos dois grupos A e B), nio efectuando calculos. Na situagdo de
contexto abstracto ha, como Unica alternativa ao método do minimo multiplo
comum, a recorréncia a uma regra "inventada” que ¢ enunciada oralmente pelo
aluno.

H4 seis sujeitos que persistem na regra, mesmo depois de questionados
pela investigadoré, e nfio conseguem obter uma resposta certa.

Ha trés alunos que com ajuda repensam O processo de resolucdo, mas
apenas dois, do grupo A, acabam por responder correctamente.

Nas tarefas equivaléncia ndo hd uma estratégia mais adoptada num
contexto do que noutro. Por exemplo, o procedimento representagdo
matematica, nas diversas formas (minimo multiplo comum, decimal ou
equivalente) é o mais usado nos dois contextos, seguido da "invencdo" de uma
regra.

Relativamente as tarefas em contexto concreto que envolvem fracgdes
arquimedianas (1/3) ou ndo-arquimedianas (3/4) verifica-se que os alunos so
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no segundo case € que recorrem aos procedimentos representacdo matematica
na forma decimal e a utilizagdo de material concreto. A estratégia representacio
matematica, na forma de fracgfo, e a representacdo grafica foram mais usadas
na tarefa para a fraccéo 1/3.

No que concerne 3as tarefas ratio para quantidades continuas e discretas
a estratégia mental isolada ou associada a outras, bem como a representacdo
grafica sempre associada a outras foram as mais adoptadas em qualquer uma
das situagdes.

Na quinta questio procurou-se averiguar se os alunos com bom
desempenho utilizavam preferencialmente alguma estratégia de resolucéo,
nomeadamente a representagdo simbolica, relativamente aos alunos com mau
desempenho.

Nas tarefas relativas ao quociente o grupo A usou principalmente o
procedimento representacdo matematica na forma de fracco ou decimal
(conduzindo sempre a respostas certas) enquanto o grupo B preferiu esta forma
de representagfo, mas a maior parte das vezes associada A representacdo grafica
(nem sempre conduzindo a respostas certas).

Nas tarefas relativas a operag@o adicio o procedimento representagdo
matematica com recorréncia ao método do minimo miultiplo comum para
adicionar as frac¢des foi o mais usado pelos alunos do grupo A e conduziu
quase sempre a respostas correctas. Os alunos do grupo B também recorrem
preferencialmente aquele procedimento mas nem sempre obtém respostas
certas. Em segundo lugar, a estratégia mais usada foi a utilizag@io de material
manipulativo associada a outras, tendo conduzido sempre a boas respostas nos
dois grupos.

Nas tarefas que envolvem a nogfo de equivaléncia os alunos do grupo A
usam mais uma vez a representagdo matematica, na forma decimal, fraccfio
equivalente ou ainda calculando o minimo multiplo comum (conduz sempre a
respostas certas), ao contrdrio dos alunos do grupo B que adoptam uma regra
"inventada" (ver Anexo E) s6 ou associada a outras, como estratégia de
resolucdio da tarefa (nfio conduzindo a maior parte das vezes a respostas certas).

Nas tarefas relativas ao conceito ratio, para quantidades continuas e
quantidades discretas, os alunos que conseguem respostas certas usam
preferencialmente os procedimentos de calcular o dobro ou determinar uma
"fracgdo equivalente".

Na tarefa relativa ao subconstructo medida os alunos dos dois grupos
comecam por se referenciar & unidade que depois dividem em partes para de
seguida representarem na recta as frac¢des dadas (1/2 e 3/4). Este foi o
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procedimento mais utilizado. Ha , no entanto, outros que diferenciam os dois
grupos de alunos. Assim, os do grupo A também recorrem com alguma
frequéncia a transformagéo da fracgfio em decimal, o que s6 acontece com dois
alunos do grupo B. Estes fixam-se com frequéncia no numerador da fracgao,
isolam-no e procuram representd-lo na recta numérica, isto €, ndo encaram a
frac¢do como um nimero.

Finalmente, é interessante notar que dois alunos do grupo A tendo, em
qualquer tarefa, recorrido preferencialmente ao método formal de resolugdo e
obtido invariavelmente respostas certas ndo consideraram relevante utilizar o
material concreto como forma de ajuda na resolugfo, justificando que estavam
habituados ao procedimento algoritmico.

5.1.3 Concepgdes Erroneas na Aprendizagem do Conceito de Namero Racional

A sétima questfio procurava averiguar das concepgdes erroneas que 0s
alunos tém sobre o conceito de numero racional, atendendo as diversas
componentes estudadas. Mais especificamente, pretendia-se saber quais as
dificuldades conceptuais que se colocam a sua aprendizagem.

Apbs a andlise das respostas foi possivel categorizar incompreensoes €
verificar que as dificuldades dos alunos relevam essencialmente de:

- nfio aceitacdo como fundamental, na representacdo grafica, a divisdo
equitativa das figuras geométricas, como o circulo e 0 rectingulo, quando as
utilizam para representar fraccdes;

- ndo transposi¢do de modos de representa¢do, principalmente quando
usam material manipulativo e tém de representar as frac¢Ges e/ou as operagdes
na forma escrita simbdlica;

- ndo reconhecimento da unidade, particularmente quando usam a
representaco na recta numeérica,

- desconhecimento da linguagem apropriada, principalmente quando
usam a representacdo simbolica;

- incompreensdo do valor de posi¢do nos nameros "decimais";

- considera¢do para o conjunto dos nimeros racionais de regras ja
aprendidas ou "inventadas" no conjunto dos numeros inteiros, anteriormente
estudado, facto que se manifesta quando as aplicam na resolugdo de situagdes
problema;

- ndo assuncdo da fraccio como um nimero, uma quantidade e nesse
sentido, isolamento do numerador e/ou do denominador;
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- njio ter em conta a relacdo invariante entre pares de quantidades, isto &,
ndo ter o sentido da co-variacdo, na resolugdo de tarefas que envolvem o
conceito de ratio.

Como é evidente, nesta sistematiza¢fo estdo incluidos todos os tipos de
concepcdes erréneas, mesmo os que ndo constituem verdadeiros obstaculos na
aprendizagem dos nimeros racionais.

5.2 INTERPRETACOES DOS RESULTADOS

Nos comentirios que se seguem optou-se por uma interpretacio
abrangente, tendo-se destacado o desempenho no teste sobre o Conceito Parte-
Todo e nas tarefas que se referem as componentes estudadas. Evidenciam-se
também as estratégias de resolugdo, tendo em conta os dois grupos de alunos, A
e B (alunos com bom e com mau desempenho), os contextos envolventes das
tarefas e, por fim, as dificuldades conceptuais assinaladas.

5.2.1 Desempenho no Teste "Conceito Parte Todo"

Todas as perguntas do teste se referiam ao subconstructo parte-todo
(com situagdes parte-todo e todo-parte) envolvendo quantidades discretas e
quantidades continuas. Em relagdo a estas foram considerados os diversos
modelos (regides geométricas, recta numérica).

Os resultados revelam que os alunos tém mais dificuldades com os itens
relativos a quantidades discretas do que com 0s que se referem a quantidades
continuas. Nestas o modelo da recta numérica é o que conduz a uma menor
percentagem de respostas certas.

Piaget, Inhelder e Szeminska (1973) verificaram que as criangas
resolviam melhor as tarefas que envolviam casos discretos do que as de casos
continuos. Nas tarefas era pedido as criancas que dividissem uma dada
quantidade equitativa e completamente por um certo numero de animais. Uma
possivel explicagdo, adiantada pelos autores, era que no primeiro caso as
tarefas podiam ser resolvidas por uma simples parti¢do, enquanto no segundo
caso era exigido um esquema antecipatorio bem desenvolvido. As tarefas que
envolvem quantidades discretas podem ser resolvidas sem tratar o conjunto
como um todo e sem necessidade de antecipar a solugéo.

Novillis (1976), no seu estudo de desenvolvimento hierarquico do
conceito de fraccio - A Hierarchy of Selected Subconcepts of the Fraction
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Concept ( HSSFC), com criangas de 10 a 12 anos de idade, verificou que para
os dois casos o grau de dificuldade era aproximadamente igual.

Payne (1976), que trabalhou com criangas mais novas do que Novillis,
constatou que as tarefas com quantidades discretas se revelavam mais dificeis
do que as que envolviam areas ou rectas numéricas. Os nossos resultados estdo
em consondncia com os de Payne, isto &, para os itens de quantidades discretas
obtiveram-se 52.86% de respostas certas e para os de quantidades continuas
62.11%. No entanto, deve notar-se que as situagdes em que o ponto de partida
se refere a uma porgio de objectos de uma colecgio e o aluno tem de descobrir a
totalidade é mais dificil do que a contraria em que se parte do todo para obter
uma certa quantidade (ver Anexo A).

No que diz respeito a quantidades continuas, resultados como os da
primeira Assessment Performance Unit (APU), indicam que, para um item em
que se .apresentavam quatro pequenos quadrados, trés pintados de amarelo ¢ o
quarto de vermelho e se pedia "que fracgdo destes quadrados sdo vermelhos?"
64% de criangas com 11 anos de idade responderam correctamente, mas muitas
das restantes responderam "um tergo", nfio considerando o conjunto como um
todo. Esta percentagem é semelhante a obtida noutra questdo, em que se usou o
modelo 4rea, sugerindo que as afirmagdes de Novillis, sobre o grau de
dificuldade do modelo quantidades discretas (conjunto) e do modelo
quantidades continuas (areas), sio provavelmente correctas.

Na questio seguinte: "Encontraram-se 5 ovos partidos numa caixa de
12. Que fracgdo de ovos se partiu?....

Que fracgdo de ovos ndo se partiu?........ "
apresentada oralmente, Hart (1981) refere que 70% e 66% de criangas de 12
anos responderam correctamente, respectivamente para a primeira ¢ para a
segunda parte da pergunta, o que estd muito proximo dos resultados anteriores.

Relativamente a representago da fracgo como um sub-comprimento de
uma unidade de comprimento - modelo recta numérica - poder-se-ia esperar que
os resultados fossem semelhantes aos obtidos com o modelo da 4rea, uma vez
que h4 uma certa analogia quando a fracgdo representa uma sub-drea de uma
unidade area. No entanto, encontramos apenas 37,94% de respostas certas,
sendo maior a dificuldade quando a recta ¢ graduada para além de 1.

Em 1976 num artigo de revisdo sobre a investigagdo em fracgdes,
Payne refere que o modelo recta numérica foi motivo de grandes dificuldades
em vérias experiéncias de ensino, com criangas de 8 a 12 anos de idade, o que ¢
confirmado pelos estudos de Novillis (1976). De facto nas suas investigages
realizadas com criangas de 10 a 12 anos de idade verifica que aquele modelo se
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revela significativamente mais dificil do que o modelo 4rea e o modelo
quantidade discreta (sub-conjunto de um conjunto discreto).

Essa dificuldade parece dever-se ao facto da representagdo da fracgio ser
feita por meio de um ponto. Com este modelo ¢ mais enfatizado o aspecto
ntmero, enquanto entidade abstracta, ¢ a fracgio ndo é pensada como uma parte
de um objecto concreto. Assim, realga-se, por exemplo, que 3/8 ¢ um nimero
que se representa entre 0 e 1 na recta.

Varios estudos, como os de Novillis (1976), de Behr et al. (1983) e mais
recentemente a analise de Watanabe (1993) sugerem que hd uma dificuldade na
percepgio de uma unidade de referéncia, isto é, as criangas ndo seriam capazes
de decidir qual a unidade apropriada. Este aspecto é particularmente evidente
quando se trata de uma recta com mais do que uma unidade, os alunos tém
tendéncia a tomar todo o segmento como representando a unidade (como
acontece no modelo 4rea) € ndo s6 o segmento entre 0 e 1 que representa uma
unidade numérica. ;

No presente estudo observa-se essa dificuldade em reconhecer a unidade
nos itens do teste, referentes A representagio numa semi-recta graduada, mas
também na tarefa 5 relativa ao subconstructo medida, que envolve a
representagio de 3/4 e 1/2 numa semi-recta, como ja se referiu no capitulo
anterior.

5.2.2 Desempenho nas Tarefas

Os resultados do presente estudo revelam como o ensino ¢ a
aprendizagem do conceito de nimero racional é complexa. Na realidade, para a
sua compreensio contribui um variado conjunto de subconstructos ¢ outras
componentes que implicam diferentes estruturas cognitivas que incluem
dimensdes matematicas e psicologicas.

Considerando uma hierarquia de desenvolvimento conceptual, traduzida
em niveis de facilidade, os resultados do estudo parecem indicar que a nogdo
quociente é adquirida mais cedo que a de ratio (note-se que as tarefas
requeriam que os sujeitos comparassem dois ratios, mais do que comparar uma
resposta que produzia um ratio desejado).

O subconstructo ratio que implica o raciocinio proporcional - uma forma
de raciocinio que envolve um sentido de co-variagdo e de comparagdes
multiplas e a capacidade para mentalmente armazenar e processar varias
quantidades de informagio (Lesh et al., 1988) - funciona como um conceito que
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separa conceitos elementares de outros mais avangados. Estes autores falam em
conceito "separador de dguas".

Na resolugdo das tarefas que envolvem o raciocinio proporcional grande
nimero de alunos ndo consegue ainda ter em conta a relagdio invariante entre
pares de quantidades. Os resultados apontam no mesmo sentido dos descritos
por outros estudos ( Noelting, 1980a, 1980b; Hart, 1981; Karplus et al., 1983b;
Lesh et al., 1988).

Verifica-se ainda que os alunos dos dois grupos, em problemas de
comparagio, manifestam maior dificuldade na tarefa que envolve quantidades
discretas (43,34%) do que na que exemplifica uma situagdo de quociente
(segundo Noelting) e que envolve quantidades continuas (60,00%), o que esta
em consonancia com os estudos de Noelting (1980a, 1980b).

No estudo "Desenvolvimento de Instrumentos de Avaliagio da
Aprendizagem em Matemética" (Oliveira, Pereira e Fernandes, 1994), realizado
com alunos de idades compreendidas entre 12 ¢ 15 anos, verifica-se que num
problema com os numeros 5, 6 ¢ 9 (no problema ha um desenho da letra T e
uma ampliagio desta, sdo dados trés comprimentos e os alunos tém que calcular
o quarto), 67 % nio obtém a resposta certa e 31% usa a "estratégia aditiva".

Nas tarefas apresentadas, os alunos mais novos séo os que manifestam
maior nimero de dificuldades na resolugiio desses problemas de comparagio,
independentemente de pertencerem ao grupo A (alunos com bom desempenho)
ou ao grupo B (alunos com mau desempenho).

Na realidade, este subconstructo parece ser o uUnico que funciona
discriminativamente em relagio a idade. Apesar disso, o grupo de alunos com
idades compreendidas entre 12 e 14 anos obtém melhores resultados que o
grupo de alunos com idades compreendidas entre 14 e 15, o que faz supor que
outros factores, como a repeténcia, a diferente maturagio, o nimero de alunos
entrevistados, terdo intervido. Hart (1981) nas suas investigagdes, realizadas
com alunos de 13, 14 ¢ 15 anos de idade, conclui que ndo hd um progresso
rapido ao longo destes trés anos na capacidade de lidar com todas as situag3es
de ratio.

Os resultados relativos 4 componente equivaléncia néo sendo tdo fracos
quanto os obtidos com as tarefas que envolvem a nogéo de ratio foram, no
entanto, baixos, particularmente nos alunos do grupo B (alunos com mau
desempenho). Na realidade a equivaléncia de fracgBes (2/3 = n/m) constitui
uma forma de raciocinio proporcional (segundo Lesh et al., 1988) e, sendo
assim, talvez os resultados obtidos nio sejam tdo surpreendentes. Apesar disso,
¢ diferente considerar, por exemplo, a medida dois quartos e um meio de uma
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unidade, que representa o mesmo, do ratio 2 para 4 e 1 para 2, que sdo
semelhantes, mas correspondem a fenémenos diferentes.

Para os alunos ndo é claro que, dadas duas fracgdes, elas sejam
equivalentes e representem 0 MeSMO ntimero. No estudo de Hart (1981) apenas
66% de alunos de 15 anos de idade reconhecem que 3/10 é maior do que 1/5.

Quando se compara o desempenho nas tarefas em contexto concreto
realtivamente ao das tarefas em contexto abstracto verifica-se que sdo
superiores no primeiro caso, nos dois grupos A e B, embora seja mais evidente
no grupo B (alunos com mau desempenho). Note-se que esta conclusio ndo ¢
extensiva a tarefa equivaléncia, isto €, o contexio concreto nfo contribuiu de
um modo evidente para um melhor desempenho.

De facto, a versdo concreta da tarefa equivaléncia ndo se revelou tdo
facil como de inicio se tinha pensado. O modo personalizado como a questdo
foi colocada (Gostas de chocolate? Qual preferes 2/3 ou 8/12 de um
chocolate?) pode ter influenciado o raciocinio e contribuido para o tipo de
respostas mais frequente, tais como: "prefiro 8/12 porqué tem bocados maiores"
ou "prefiro 8/12 porque tem mais divisdes". Ha alunos que desenham
diagramas ou recorrem a figuras disponiveis, mas mostram pouca flexibilidade
na coordenacfo das transformagdes entre 0s diferentes modos de representacéo
e, por isso, pode dizer-se que ndo h4 ainda compreenséo do conceito? Por outro
lado, mostram dificuldades em relacionar a ordem das duas fracgdes, porque
ainda ndo conseguem compensar a relagdo entre 0 niimero e o tamanho de
partes iguais necessarias para cobrir a unidade.

Esta versio parecia favoravel a realizagdo de transposi¢des entre
diferentes modos de representagio e, no entanto, essa transposi¢do nao
aconteceu. Este aspecto, ja evidenciado em investigagOes anteriores, COmo as
de Lesh, Behr & Post (1987), pode levar-nos a pensar queé o invariante ndo estd
construido e/ou as representagdes néo sdo as mais adequadas.

Por fim, e considerando as tarefas relativas ao quociente, verifica-se que
apresentam valores médios de desempenho elevados, para qualquer nivel de
idade. Nos programas vigentes (Anexo G) no momento em que 0O estudo foi
realizado sugeria-se que a introdugdo aos numeros racionais se baseasse na
impossibilidade de realizagdo da divisio no conjunto dos numeros inteiros.
Assim, a interpretacio quociente surgia como a primeira a ser trabalhada com
os alunos. Pode, assim, pensar-se que estes resultados reflectem um ensino que
enfatizou o referido subconstructo, tendo a sua introducdo no curriculo escolar
iniciado mais cedo e, entdo, a aprendizagem estaria mais consolidada.
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Por outro lado, o conceito de ratio (razio), em termos de contetidos
escolares, comeca a ser abordado no 2° ciclo (6° ano) associado aos de
propor¢io, de percentagem e de escala e apds as operagdes com mimeros
racionais, sem que situagBes mais simples tenham sido objecto de estudo em
anos anteriores.

O raciocinio proporcional envolve a compreensdo de importantes nogdes
algébricas que tém a ver com a equivaléncia, varidveis e transformagdes. A
nogio de equivaléncia é muito importante ¢ surge normalmente como anterior a
ordenagdo de fracgSes. Nos programas do 2° ciclo (Anexo G) surge ligado &
comparagio de fracgdes e precede as operagSes com nimeros racionais, ndo
facilitando uma conex3o com o conceito de ratio e de proporcionalidade.

Os nossos resultados merecem ainda uma outra reflexfio. Os alunos com
14 ¢ 15 anos, que tém ja no seu passado escolar dois ou mais anos de
repeténcia, poderdo incluir-se no grupo dos alunos com dificuldades de
aprendizagem de que fala o Despacho-Normativo n° 98-A/92 de 19 de Junho
(Anexo F)? Nesse caso, que tipo de diagndstico ¢ possivel realizar que seja
ponto de partida para uma intervengdo escolar, evitando, assim, repeténcias e
desinteresses face a aprendizagem?

Dum modo geral, o que se faz nas escolas tem um suporte demasiado
fragil que se torna impeditivo de uma tomada de decisBes conducente a uma
efectiva modificagiio da situagio. Penso que é importante aprofundar e perceber
as razbes de tais resultados, com o fim de construir planos individuais de
trabalho, as "salas de estudo dirigido" ou outras modalidades e estratégias de
apoio pedagogico, segundo o Despacho 178-A/ME/93 de 30 de Julho (Anexo
F).

Estudos como este podem contribuir para uma clarificagio das
dificuldades de aprendizagem, em que algumas questdes do teste e/ou as tarefas
seriam usadas como actividades de diagnéstico.

Durante as entrevistas, o tipo de ajudas que foram sendo dispensadas
mostraram-se, nalguns casos, facilitadoras na resolugdo das tarefas. Noutros
casos isso nio aconteceu, o que nos leva ao seguinte raciocinio: as ajudas ndo
foram suficientes porque o(s) aluno(s) ndo esta ainda, relativamente ao conceito
na zona de desenvolvimento proximal (segundo Vygotsky)? Ou ha ainda pouca
flexibilidade na passagem de um modo de representagio a outro ¢,
consequentemente, incompreensdo do conceito (segundo Behr)?
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5.2.3 Contextos ¢ Procedimentos

E interessante comparar os procedimentos nos problemas de contexto
concreto com os utilizados em contexto abstracto. Na primeira versdo hd uma
menor utilizagio dos métodos formais e uma maior diversificagdo de
procedimentos do que na segunda versdo. Por outro lado, ha uma maior
confianca na resolugdo das tarefas em situagfo de contexto concreto, em
particular, nos alunos do grupo B.

E na tarefa adigiio, em contexto concreto ¢ abstracto, que a diferenga
entre os procedimentos é mais notéria. Assinale-se que foi a unica tarefa em que
para a sua apresentagio se recorreu a material manipulativo e a maioria dos
alunos utilizou-o para fazer estimativas, dando respostas aproximadas. Estes
dados apontam no mesmo sentido dos descritos por Behr et al. (1983). De facto,
o modo como a situagio foi apresentada aproximava-se de uma situagdo real e
na resolugio destas recorre-se muitas vezes a estimativa, ao arredondamento, a
aproximagaio.

O material manipulativo funcionou como um passo intermédio na
passagem da situagfio concreta expressa no problema para o mundo das ideias
abstractas ¢ dos simbolos escritos, como pretende Behr et al. (1983)? Nio
sugerindo niveis hierarquicos de pensamento, esses autores consideram que a
flexibilidade de pensamento para transformagSes no modo de representagdo
concreto das fracgBes parece facilitar a flexibilidade de pemsamento para
transformagdes no sistema representacional simbdlico matematico.

O meu ponto de vista é que neste tipo de situagdes, o aluno tem mais
hipSteses de recorrer ao conhecimento intuitivo (segundo Resnick, 1986). De
facto, a tarefa apresentada favoreceu a utilizagio do material, tornou-se mais
préoxima de uma situagio do quotidiano, mas também ajudou os sujeitos,
particularmente os do grupo B, a "ganharem tempo" antes de responderem,
tornando-os mais confiantes, ou seja, facilitou o processo de pensamento.

No Rational Number Project (Behr et al., 1983), os problemas que
envolvem a adicio e que sio apresentados com materiais concretos ndo se
revelam mais ficeis do que os apresentados oralmente ou quando ¢ usada
linguagem escrita e simbolica. Para um certo numero de criangas, o
desempenho diminuiu mesmo quando foram encorajados a usar material
concreto para os ajudar na resolugdo de problemas. Segundo os autores estes
resultados pdem em causa a convicgdo de que os materiais tornam um problema
mais facil de resolver porque é mais significativo e real.
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Este facto pode nfio ser contraditério com os resultados obtidos na
presente investigagdo. Pensamos que nem todo o material que se usa no ensino
facilita a compreensdo; por outro fado, se o aluno nunca teve oportunidade de
contactar com determinado material manipulativo terd provavelmente
dificuldades em utiliza-lo na medida em que ndo lhe foi possivel estabelecer
relagdes significativas entre os simbolos e as imagens dos objectos concretos.
Como argumenta Nunes (1994) o sistema de signos usados no pensamento e na
comunicagio desempenha um papel fundamental no desenvolvimento
conceptual.

Nas situagdes em contexto concreto as criangas usaram outros
procedimentos para além dos algoritmos ensinados. Parece assim ndo haver
conexdio na estrutura mental da crianga entre os problemas e as situagdes de
calculo uma vez que conseguem resolver correctamenie o problema mas nédo
podem aplicar com SUCesso 0 mesmo método nos célculos. E como se dois tipos
de matematica completamente diferentes fossem envolvidos, um em que a
crianga pode usar o senso-comum e outra em que tem que recordar uma regra
(Hart, 1981). Pensamos ser este um dos aspectos mais interessantes do estudo ¢
que leva a questionar a forma como a matemética é ensinada na escola.

Ha, de facto, procedimentos que estdio tio estritamente ligados a questdes
especificas que os alunos ndo sio capazes de os utilizar na resolugiio de uma
situagdo isomorfica, como acomteceu nas tarefas da equivaléncia ou da adigo.
S3o principalmente os alunos do grupo B que usam o procedimento algoritmico
nos contextos abstractos (calculo) e ndo o utilizam na situagio de contexto
concreto. Sera que este facto reflecte uma instabilidade do seu modelo
conceptual sobre os niameros racionais? Procurando explicar essas diferengas
Behr et al. (1983) consideram que possuir um modelo conceptual e ser capaz
de o usar numa dada situacdo sdo situagSes bastante diferentes e que "a
capacidade de um aluno para usar um dado modelo conceptual depende
consideravelmente da estabilidade (isto é, grau de coordenagdo) das estruturas
constituintes (em italico no original).

De um modo geral, parece razodvel admitir que para os alunos da
amostra ha componentes do nimero racional que n#o estio ainda adquiridas,
ha dificuldades em lidar com a nogdo de equivaléncia e de ratio e ainda em
passar de uma representagdo a outra, nas situagdes apresentadas. Os dados
levam-nos ainda a questionar: serd que para os alunos mais novos as aptiddes
necessarias 4 compreensio do conceito de niimero racional sdo ainda instaveis e
o ensino s6 ligeiramente pode melhorar o seu nivel?
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Pensamos que a investigagio em didActica da matemdtica ainda ndo
conseguiu resolver o problema do ensino das fracgSes. Gimenez (1994c)
defende a abordagem dos nfimeros racionais desde os primeiros anos de
escolaridade, comegando com as representagdes mais simples e ligadas ao
quotidiano das criangas, com base no que tem sido investigado pela psicologia
do desenvolvimento.

Ha, de facto, uma sequéncia de contetidos que é mais adequada que as
outras? Os mediadores utilizados nfio sdo apropriados? Os diversos conceitos
emergem dos contextos mais propiciadores de uma aprendizagem significativa?

Estas questdes tém conduzido Vergnaud e mais recentemente Nunes a
insistir na importincia da determinagiio dos invariantes ¢ no papel da
representagio, argumentando que esta s6 se torna funcional se permitir operar a
nivel dos significantes e dos significados. Assim, parece indispensavel que se
continue a estudar os invariantes e as representagdes simbolicas que servem de
suporte a0 ensino das fracgdes, que fungfio e que influéncia t€m nas ideias dos
sujeitos.

Nos estudos de Behr et al. (1983), foram usados problemas isomorficos e
verifica-se que ndo s6 o desempenho ¢ diferente mas também a escolha dos
procedimentos ¢ diversa. Os resultados obtidos neste estudo apontam no mesmo
sentido, isto &, ha diferengas na percentagem de respostas certas e nas estratégias
adoptadas pelos alunos na resolugdo das tarefas quando estas sdo apresentadas
em contexto concreto ou abstracto. O que leva o(s) aluno(s) a escolher um
procedimento algorftmico para resolver as tarefas em contexto abstracto ¢ uma
resposta apoiada em estimativas para a tarefa da adigdo?

Estes dados fazem-nos pensar nas limitag3es de uma generalizagdo de
aptiddes adquiridas num contexto para a sua aplicagéo noutro. Os estudos trans-
culturais realizados no Ambito da Etnomatematica tém vindo a mostrar que a
capacidade dos sujeitos para resolverem uma tarefa esta fortemente relacionada
com as suas expeﬁéncias especificas.

Brown, Collins & Duguid (1989) defendem que actividade, conceito e
cultura sdo interdependentes e a aprendizagem deve envolver os trés. Mas o que
acontece muitas vezes ¢ que os métodos de ensino tentam comunicar os
instrumentos conceptuais abstractos como fixos, bem-definidos, como entidades
independentes que podem ser exploradas em exemplos standard. Os manuais
reflectem esta concepgiio quando apresentam paginas de exercicios que vdo
sendo realizados pelos alunos ao longo dos diferentes anos da escolaridade
basica.
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Nas suas-investigacdes Resnick (1986) verifica que os alunos do ensino
primério tém um razodvel conhecimento de regras de calculo, aprendem-nas
nas aulas para manipular a sintaxe dos sistemas simbdlicos mas falham na
aprendizagem do significado dos simbolos e dos principios através dos quais
representam a quantidade e as transformagdes possiveis.

As diferentes estratégias de acordo com o contexto podem também ser
reflexo de convicgbes que os alunos tém sobre a matematica, nomeadamente
que tarefas como as de calculo implicam respostas precisas e as outras
(concretas e com materiais) ndo sendo vistas como estritamente matematicas
podem ser resolvidas através de estimativas, de aproximagdes? Como acentua
Vergnaud (1981) os meios utilizados pela crianga, os caminhos que ela segue
para resolver um problema ou atingir um objectivo numa dada tarefa escolar
estio profundamente enraizados na representaco que tem da situaggo.

5.1.4 Concepgdes Erroneas na Aprendizagem dos Numeros Racionais

Quando os alunos adoptam a estratégia da representacdio grafica como
modo de resolver a tarefa, nomeadamente na situag@o concreta de equivaléncia,
uma das incompreensdes mais frequente ¢ ndo considerarem a divisdo
equitativa das figuras geométricas (circulo e rectingulo), ou seja, ndo
coordenam a relagdo inversa entre o numero de partes em que O todo estd
dividido e o tamanho resultante de cada parte.

Nos manuais escolares as frac¢des sdo introduzidas usando uma unidade
(todo) e partes de forma e tamanho idéntico. Quando um problema ¢
apresentado usando partes de dois tamanhos diferentes a crianga néo ¢é capaz de
usar a mais pequena como uma parte e ¢ distraido pela presenga de outra
alternativa, como se constatou no teste sobre o subconstructo parte-todo.

Uma confusio muito comum entre os alunos da amostra é a que diz
respeito a relacdo parte-todo, que é importante nas fraccoes, e a relagdo parte-
parte, relevante nas situagdes de ratio. Estes resultados estdio em concordancia
com os obtidos por Behr et al. (1983).

O subconstructo parte-todo é fundamental na constru¢ao do conceito de
nimero racional e neste nivel etario ainda néo esté resolvido. E importante que
se comece a trabalhar mais cedo com os alunos situacdes contextualizadoras
que envolvam esse subconstructo. Se aceitarmos, como diz Vergnaud (1990)
que um conceito se define em funcdo de um conjunto de situagdes que lhe ddo
sentido numa diversidade de caminhos, ndo nos parece qué uma metodologia
apoiada estritamente na divisdo de figuras geométricas, tal como aparece nos
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manuais escolares seja suficiente para conferir significado ao conceito. O que se
pretende pdr em causa é o modo descontextualizado como os mediadores (neste
caso as figuras geométricas) sdo utilizados. Na realidade, os alunos trabalham
com figuras geométricas divididas equitativamente, em que um certo nimero
delas é pintado e pretende-se que representem a fracgéio correspondente a parte
pintada e, simultaneamente comecem a usar a linguagem das fracgdes.

A introdugdio tardia ¢ abrupta do conceito no curriculo escolar ndo
facilita uma aprendizagem significativa e consistente. De facto, como ja se
referiu, a data da investigagio, a abordagem dos nimeros racionais iniciava-se
no 2° ciclo. Com os novos programas resultantes da Reforma Curricular este ¢
um dos aspectos a ser modificado, isto é, a introdugdio das fracgdes faz-se
actualmente no 1° ciclo, no 3° e 4° ano de escolaridade. Espera-se que a crianga
do 4° ano de escolaridade conhega o significado de "um meio" (1/2), "um
quarto” (1/4) e "um tergo" (1/3). No 2° ciclo (5° ano) as criangas tém de
reconhecer fracgdes equivalentes, ordenar numeros 'racionais, adicionar e
subtrair fracgdes.

A dificuldade em transpor um modo de representagio noutro, ja referido
anteriormente, principalmente quando os sujeitos usam diagramas e/ou material
manipulativo e tém de rtepresentar as fracgSes ou as operagdes na forma escrita
simbolica, constitui outro problema na aprendizagem. Na perspectiva de Behr et
al. (1983), ha necessidade de ultrapassar esta dificuldade para que ocorra
estabilidade na compreensdo do conceito de nmiimero racional.

Relativamente aos diagramas foi possivel verificar que a maior parte das
vezes a sua utilizagdo ajuda na procura da solugio mas, muitas vezes o
diagrama é usado para reforgar o que ja se conhece. No entanto, tal como nas
entrevistas realizadas por Hart (1981), também aqui se verificou que, nalguns
casos, a necessidade do diagrama para ajudar a ver melhor o que um problema
requer, & aparente.

Na nossa .investigac;ﬁo, uma outra dificuldade evidenciada, em alguns
alunos, foi o nio reconhecimento da unidade, particularmente quando foi usada
a representagio através da recta numérica. Segundo Watanabe (1993) a nogédo
de unidade assume um papel fundamental na construgio do conhecimento
matematico na crianga, definindo unidade como uma construgdo mental
individual com que a crianga pode realizar uma certa operagio mental
repetidamente. Uma unidade nfio é um todo unificado, mas deve ser um objecto
para o individuo operar com ele.

| Esta dificuldade em reconhecer a unidade no modelo da recta numérica
pode ser consequéncia de, em anos anteriores, néo se ter dado a devida énfase a
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essa forma de répresentagio, tornando-se assim dificil de compreender. Note-se
que a nogdo de unidade ¢ fundamental na compreensdo de diversos conceitos
matematicos, estd na base do conceito de medida e do sistema decimal. Contudo
as investigagdes sobre a construgdo desse conceito, como as de Steffe, em 1983,
e as de Steffe & Cobb, em 1988, s6 se desenvolveram na ultima década, ndo
conhecendo a autora, no pais, qualquer pesquisa realizada nesta drea.

O modelo da recta numérica tem sido defendido, por diversos autores
nomeadamente Behr et al. (1983), como meio para introduzir as fracgdes
improprias e as fracgdes decimais, as medidas de todos os tipos e ainda no
conjunto das fracgdes encaradas como alargamento do conjunto dos nimeros
inteiros.

Se 0 modelo da recta numeérica parece ser uma boa representagdo para as
fracgdes, a verdade é que se os alunos néo trabalharam a nogdo de unidade, esse
modelo pode tornar-se demasiado complexo e ndo permitir a conexdo com
outros modos de representacio. Dos mediadores utilizados no ensino das
fracgBes esse modelo é o que se revela de mais dificil compreensdo. Numa
figura, como o rectdngulo, o aluno visualiza imediatamente o todo, a unidade,
enquanto na recta numérica o todo pode variar. Além disso, na figura
geométrica, as partes em que a unidade se divide sdo mais perceptiveis,
correspondem a dreas e ndo a comprimentos. E interessante ver como trés
alunos, que participaram no estudo, transformam espontaneamente o
comprimento (modelo recta numérica) em 4rea (modelo rectingulo) para
representar uma fracgio, na tarefa 5 (Anexo E).

Dickson, Brown & Gibson (1984) concluem que muito poucas criangas
até aos 15 anos tm a nogdo que entre dois quaisquer nimeros inteiros
representados numa recta numérica é possivel representar um numero infinito
de numeros racionais, na forma de fracgdo ou decimal.

Saliente-se que os programas de Matematica do 1°ciclo resultantes da
reforma curricular procuram j4 reflectir a importncia atribuida pelas pesquisas
4 nogdo de unidade propondo um conjunto de actividades que envolvem a
manipulagio pelos alunos de diversos tipos de materiais conducente a
facilitagio no reconhecimento da unidade (linear, de drea e de volume), o que
nio acontecia com o curriculo anterior.

Uma outra dificuldade que ocorre com frequéncia no caso de fracgdes,
diz respeito ao uso de decimais para representar o resultado da divisdo de um
nGimero inteiro por outro & que traduz a incompreensio do valor de posigdo. De
facto, particularmente para os alunos do grupo B essa tarefa ¢ dificil. Por
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exemplo, quando se pergunta como se pode representar 1 por 3 muitos alunos
interpretam como 3:1, talvez porque "3 para 1 ndo vai".

Brown (1981), num estudo realizado com criangas dos 11 aos 15 anos,
verifica que a maior dificuldade revelada pelas criangas do grupo mais fraco
parece ter a ver com a compreensdo de que os nimeros depois da virgula
indicam a parte do nimero que é menor que a unidade. As criangas pensam que
os numeros depois da virgula representam um nimero "diferente” que também
tem dezenas, unidades, etc.

No mesmo estudo Brown refere que 60% de alunos de 13 anos
consideram que 16 ndo pode ser dividido por 20, mesmo depois de terem escrito
na parte de cima da folha de respostas "Decimais", talvez porque ainda t&m a
ideia concreta de que a divisdo corresponde a distribuir objectos.

Para algumas criangas, em determinadas situagdes, ndo € muito claro que
os decimais possam ser usados para dar a resposta & divisdo de dois numeros
inteiros, ao contrdrio de outras em que a fracgdo é associada 4 operagio de
divisdo de um numero inteiro por outro, como acontece na tarefa: "distribuir 1
pizza igualmente por 3 pessoas”, em que 1/3 é identificado como o resultado de
'1:3, pela maioria dos alunos.

Uma fracgio envolve dois niimeros inteiros que tém de ser tratados como
se estivessem irrevogavelmente ligados. Quando os alunos tém que determinar
fracgBes equivalentes, com muita frequéncia percebem os numeradores como
constituindo um padrio e os denominadores outro e ignoram o ratio
numerador:denominador.

Quando se pede aos alunos para obterem fracgdes equivalentes o grau de
dificuldade varia e se as questdes envolvem a fracgfo 1/2 tornam-se mais faceis.
A estratégia da multiplicagio é muitas vezes usada, recorrendo por vezes a um
passo intermédio em que utilizam 1/2 (metade de), constituindo um elemento
facilitador na resolugiio. Neste caso ndo multiplicam numerador e denominador
por um nimero ¢ muitas vezes as dificuldades derivam da técnica e ndo do
conhecimento de factos (calcular o produto).

Os resultados de diversos estudos indicam que lidar com 1/2 e 1/4 ¢
muito mais facil do que com outras fracgdes principalmente se o numerador ndo
¢ a unidade (Vergnaud, 1983). Na nossa investigagdo, no teste usado para
seleccionar os sujeitos da amostra também se verifica um melhor desempenho
nas tarefas que envolvem a fracgdo 1/2.

Na adigio de fracgSes também é usual as criangas utilizarem a regra
"adicionar numeradores e adicionar denominadores”, como se se tratasse de
nameros inteiros. E interessante verificar que este erro ocorre mais vezes
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quando a questio é posta na forma de calculo do que na forma de problema
(contexto concreto), embora neste caso a estratégia da representagio matematica
nfo seja muito usada.

O facto dos sujeitos considerarem para o conjunto dos nimeros racionais
regras ja aprendidas (aspecto particularmente evidente na equivaléncia e na
adicio de fracgdes) no conjunto dos niimeros inteiros, estudado em anos
anteriores, ¢ por isso ndo assumirem a fracgdo como um nimero, uma
quantidade, pode ser encarado como resultado de um obstaculo conceptual.

Na realidade, o que acontece é que os alunos jd se sentiam seguros a
trabalhar com o conjunto dos nimeros inteiros ¢ as fracgdes surgem como meio
de ultrapassar as restrigdes impostas por eles. As fracgdes foram inventadas com
vista a ampliar o sistema de nimeros para além do que € necessario para contar
e este aspecto escapa aos alunos.

Assumindo a sistematizagio que Vergnaud (1989a) realizou sobre os
obstaculos conceptuais, no dominio do saber matematico, pode afirmar-se que
algumas das dificuldades encontradas pelos alunos na resolugdo das tarefas
incluidas no estudo reenviam para a ndo aceitagdo do modelo exclusivo do
numero enquanto medida de uma grandeza ou de uma quantidade.

Enquanto os niimeros inteiros podem ser associados directamente a
quantidades por contagens, as fracgdes néo podem ser associadas directamente a
quantidades, elas sdo relagdes entre duas quantidades. Esta dificuldade
conceptual pode ser diferente para quantidades continuas ou discretas e para
diferentes valores numéricos (Vergnaud, 1983), destacando-se os casos das
fracgdes 1/2 e 1/4, como acima se referiu.

Como conclui Hart (1981): quando a crianga ¢é confrontada com
problemas envolvendo fracgdes, muitas vezes, ela ndo diz "o que é que isto
significa?" mas "o que é que eu fago quando este sinal (por exemplo :)
aparece?"

5.3 IMPLICACOES DOS RESULTADOS

Com esta investigagio foi possivel estudar as competéncias e as
concepgdes de alunos do 6° ano de escolaridade sobre o conceito de niimero
racional.

Apresentam-se, de seguida, possiveis implicagdes que oS resultados
obtidos no estudo podem ter a nivel psicoldgico ¢ a nivel pedagogico-didactico.
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5.3.1 Implicagdes a Nivel Psicologico

5.3.1.1 Sobre a Formacio de Conceitos

Quer para elaborar programas, quer para preparar o ambiente de
aprendizagem, é necessario dispér de informagSes relativas ao nivel de
desenvolvimento dos alunos. Penso, contudo, que estes dados devem dizer
respeito as aprendizagens particulares, sob pena de a sua utilizagdo ser
problematica.

Schubauer-Leoni (1989) refere que importantes trabalhos tém sido
conduzidos nas diferentes didacticas testemunhando o esforgo de compreensio
de um processo de elaboragdo que ndo pode ser reduzido a construgdo dos
mecanismos gerais do pensamento. Argumenta ainda que o sujeito didactico
nfo pode ser reduzido ao sujeito cognitivo, havendo necessidade de considerar
os aspectos socio-culturais em que a aprendizagem decorre.

Na investigagio desenvolvida verificou-se que determinados constructos
se revelam de mais facil aquisigio do que outros. Apesar de, neste estudo néo se
contemplarem todos os ﬁpos de tarefas que envolvem raciocinio proporcional,
nas situagdes apresentadas relativas a nogdo de ratio (as tarefas requeriam ao
aluno comparar dois ratios - problemas de comparagio) verifica-se que a
diferenga no desempenho dos sujeitos é notoria. Os alunos de nivel etario mais
baixo manifestam dificuldade em lidar com o conceito, mantendo um raciocinio
qualitativo, segundo Noelting (1980). Neste estudo, poucos sujeitos
conceptualizam o sabor do concentrado de laranja como uma varidvel que
depende de outras varidveis - as quantidades de 4gua e de p6 de laranja.

Como j4 se referiu, o raciocinio proporcional é um "separador de aguas"
entre o nivel de pensamento concreto e o formal, aspecto evidenciado por
numerosas investigagdes, particularmente as de Inhelder e de Piaget.

O ensino do raciocinio proporcional é particularmente importante pela
multiplicidade de situagdes em que se aplica. Inicia-se no 6° ano de
escolaridade, enfatizando-se o método formal na resolugdo de problemas que
envolvem proporgdes sem que se considerem previamente situagbes que
facilitem a compreensdo do conceito.

Os programas do 1° ciclo ndo propdem nenhum objectivo, nem qualquer
actividade que seja propicia a aquisi¢do do conceito. Parece, no entanto,
aconselhavel que os alunos lidem com situagdes que contribuam para o
desenvolvimento do raciocinio proporcional. Até porque, como refere Lesh et al.
(1988), a utilizagio do algoritmo nio implica necessariamente que se use O
raciocinio proporcional.
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Ha diversas actividades do quotidiano dos alunos (por ex: ampliar ou
reduzir receitas culindrias, preparar determinadas bebidas como o café, ampliar
ou reduzir desenhos) que eles resolvem na prética e que podem ser manipuladas
sem que ainda se recorra a métodos formais. Nessas situagdes devem estar
presentes os resultados jd confirmados pela investigagio no que diz respeito aos
valores numéricos envolvidos e as quantidades continuas ou discretas.

Se se perspectivarem as concepgdes alternativas dos alunos como
enviezamento (bias) cognitivo, segundo Weil-Barais & Vergnaud (1990), ou
seja, como passos constitutivos na construgdo do saber, parece defensivel a
ideia de que a introdugdo dos conceitos se deve fazer mais cedo, dependendo do
modo como se faz, jogando aqui as representages um papel fundamental. Nio
nos parece necessario que se espere pelo nivel de desenvolvimento mais
adequado, como foi defendido durante anos, para que seja feita a introdugdo de
um dado conceito, particularmente se se tiver em conta uma abordagem
"realistica" da Matematica, como defende Streenfland (1986).

Como se verificou neste estudo o contexto em que o conceito surge
parece ter grande influéncia no processo de resolugio, quer porque ancora o
saber, quer ainda pelo papel desbloqueador que exerce no enfrentar da situagio
e, consequentemente no desenvolvimento da autoconfianga do aluno.

H4, no entanto, dificuldades que estio mais relacionadas com as
limitagdes do sujeito devido ao momento do desenvolvimento em que -se
encontra, por exemplo, quando os alunos de 11 anos de idade falham com mais
frequéncia as tarefas envolvendo raciocinio proporcional.

Assim, pode concluir-se pela necessidade de introduzir modificagdes no
ensino das fracgdes, através da criagdo de uma diversidade de situagles que
confiram sentido ao conceito de niimero racional e que permitam ao aluno partir
do seu conhecimento intuitivo matematico.

Ha ainda que repensar a sequéncia na introdugdo dos varios
subconstructos e o uso dos diferentes sistemas de signos. Como afirma Nunes
(1994) os sistemas de signos influenciam, ndo de um modo determinista, a
interacgdio do sujeito na situagdo e o tipo de conceito que emerge dessas
interacgdes.

Streenfland (1986) argumenta que a realidade ¢ a fonte na qual a
matematica se constroi (conceitos, operagdes, estruturas), cresce € €, 20 mesmo
tempo, uma area de aplicacdo, sugerindo ainda que os procedimentos informais
dos alunos devem ser usados como ponto de partida para a aquisigio de
procedimentos formais.
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Numa pérspectiva mais ampla Vergnaud (1990c) afirma que o saber se
forma a partir de problemas a resolver, entendendo-se por problema qualquer
situagdo em que & necessario descobrir relagSes, desenvolver actividades de
exploragdo, hipotese e verificagdo, para produzir uma solugdo. Ora, um ensino
muito baseado em procedimentos formais, nestes niveis etarios, ndo leva o aluno
a questionar-se, ndo lhe permitindo ter um papel activo na constru¢do do saber
matematico.

5.3.1.2 Sobre as Incompreensdes e os Obstaculos Conceptuais

Do ponto de vista pedagdgico, o estudo da problematica sobre a nogio de
obstaculo epistemoldgico releva da importancia atribuida ao erro, o que nos
conduz a considerar a concepgdo do aprendente como ponto de partida de
qualquer intervengio. Se bem que Resnick (1989c) refira que a nogdo de
obstaculo epistemoldgico ndo ¢ eficaz, em termos de solugdes pedagdgicas,
penso, no entanto, que o conhecimento de concepgdes mais profundas dos
aprendentes pode ajudar a equacionar os programas curriculares e as
consequentes estratégias de ensino.

Como refere Giordan (1989) a nova maneira de encarar o conceito de
obstaculo epistemologico levanta questdes a nivel da organizagio dos
contetidos, particularmente nos programas de Matematica que durante anos
foram organizados com base numa concepgdo cumulativa do saber. Segundo
este autor é necessario que os conteudos se organizem em torno de conceitos
estruturais que se relacionam, e que se considere também o "patamar de
integracdo".

Um outro aspecto decorrente desta nova concepgdo reenvia para a
necessidade de confrontar o aluno com os obsticulos, j4 ndo, segundo a
tendéncia cldssica em ignorar os erros mas aceitando-os como concepgdes
alternativas, como passos constituintes, muitas vezes, necessarios a aquisigdo de
um conceito.

O conhecimento das estratégias usadas pelas criahg:as ¢ particularmente
relevante quando o professor estd a corrigir os "erros". Mas se essa correcgdo
toma a forma do "método" que o professor usou na situagio de ensino-
aprendizagem, entdo o erro que a crianga comete no "método” que utiliza nfio é
sequer tocado, como acentua Hart (1981).
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5.3.2 Implicagdes a Nivel Pedagdgico-Didactico

5.3.2.1 Sobre a Didactica dos Numeros Racionais

Aceitar que o numero racional é um "megaconceito”, como ja foi
afirmado, cuja apropriagdo reenvia para a compreensdo progressiva dos varios
subconstructos tem consequéncias a nivel do programa curricular,
nomeadamente na determinagio da sequéncia adequada ao seu ensino, na
defini¢io ¢ no uso da linguagem, nos materiais ¢ diagramas a utilizar como
modo de representar os diversos conceitos.

Naturalmente influencia também as estratégias de ensino que permitam
evidenciar as relagdes do referido conceito com outros conceitos matematicos
(e. g., medida) e outras areas do saber.

Embora reconhecendo que o desenvolvimento dos diversos
subconstructos deve ser aberto, Kieren (1980b) defende que as primeiras
experiéncias a introduzir devem envolver o subconstructo medida e o quociente,
sequéncia que & adoptada no programa do 2° ciclo e pelos professores dos
alunos da amostra.

Os resultados do estudo revelam que no conjunto das tarefas, as que
envolvem os subconstructos medida e quociente sdo as de resolugdo mais facil.
Neste sentido, cabe perguntar se esses dados do suporte 4 posigio anterior, isto
é, se esses subconstructos deverfio ser os primeiros a introduzir. Contudo, fica
algo por responder: se a sequéncia fosse outra os alunos apresentariam o mesmo
desempenho nessas tarefas? E as ideias que os alunos tém sobre os niimeros
racionais também seria idéntica?

Discutir apenas sequéncias de contetidos, sem os perspectivar num
contexto pode surgir como uma posigdo estruturalista, o que tem vindo a ser
posto em causa pela investigagdo, nomeadamente Streenfland (1986). Este
autor refere, por exemplo, que enfatizar a equivaléncia de fracgdes ¢ as ligagdes
operativas entre fracgdes equivalentes ndo contribui para a compreensdo das
fracgdes. ,
Numa tentativa de integrar os conhecimentos resultantes das
investigagdes sobre contextos e cultura, Kieren (1988) descreve o conhecimento
dos nimeros racionais como obedecendo a uma estrutura constituida por quatro
anéis concéntricos, em que o primeiro consiste no conhecimento basico que se
adquire como resultado de se viver num determinado ambiente. O segundo anel
reenvia para um nivel de conhecimento intuitivo, o terceiro refere-se a
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linguagem, aos simbolos e aos algoritmos e finalmente o quarto representa o
conhecimento axiomatico.

Como se verificou no presente estudo as tarefas mais ligadas ao
quotidiano dos alunos despoletaram determinadas estratégias de resolugéio que
conduziram a solugfo correcta. Estes dados estio em consondncia com a tese de
Resnick (1986), segundo a qual hd um conhecimento intuitivo matematico nas
criangas ¢ a compreensio de conceitos fundamentais é facilitada quando se
incorporam as notagdes formais nesse sistema intuitivo do aprendente.

No entanto, ha tarefas que mesmo apresentadas em contexto concreto
continuam a revelar-se dificeis, como as que envolvem equivaléncia e ratio. Os
mediadores propostos na escola ndo facilitam a aquisigdo do conceito ou ha
invariantes necessarios 4 sua aquisi¢io que nio estdo ainda construidos?

O ensino dos numeros racionais tem surgido nos programas curriculares
na sequéncia dos nimeros inteiros e, assim, as regras operativas sdo
introduzidas prematuramente. Adoptar uma sequéncia baseada na relagdo que
0os numeros racionais tdm com oS nameros inteiros, se ¢é valida
axiomaticamente, pode nfio ter sucesso quando se analisa em termos de
funcionamento maturativo, como diz Vergnaud (1983). Se pensarmos que um
dos principais obstaculos na aprendizagem dos nimeros racionais decorre dos
alunos utilizarem regras ja aceites nos numeros inteiros, como se pode observar
no presente estudo, talvez a sequéncia adoptada néo seja a mais adequada.

Em muitos casos a ordem pela qual os contetidos sfo apresentados as
criangas tem mais a ver com as necessidades dos matematicos do que com o seu
processo de desenvolvimento. Noutros casos ndo é muito clara a ordem de
apresentagio na matemética e as decisdes tém de ser feitas pelo professor,
baseado na sua experiéncia ou nas directrizes dos programas, como refere Hart
(1981).

Consideramos que a ordem de apresentagdo dos conteudos é um ponto
importante na didactica da Matematica. Contudo nfo nos parece desejavel que
se isole este problema de outros a ter em conta na estruturagiio dos programas.
De facto, ao assumir estritamente este ponto de vista a investigagdo relativa aos
nimeros racionais tem-se baseado em diversos estudos sobre comparagdo de
métodos de ensino, mas na pratica ndo tém tido reflexos francamente positivos
na estruturagio do curriculo e na aprendizagem.

Muitas criangas ndo se sentem confiantes a lidar com fracgGes e tentam
se possivel aplicar as regras dos nimeros inteiros, como se observou nas tarefas
que envolvem a adigio e a equivaléncia de fracgdes. Ha como que uma fixagdo
em regras aprendidas para os nimeros inteiros.
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As fracgSes niio sdo um passo facil a partir dos nimeros inteiros. O seu
uso introduz dificuldades considerdveis para as criangas (novas regras e novas
possibilidades). As fracgdes ndo sio muito usadas no quotidiano e a justificagdo
é, muitas vezes, feita pela sua inclusdo no curriculum escolar. Se a justificagdo
é porque os niimeros inteiros tém limitagSes (por exemplo, ndo ser possivel
dividir um nimero mais pequeno por outro maior) entdo a crianga deve estar
num estado em que "veja" essas limitagQes.

Autores, como Vergnaud e Nunes, tém questionado o estabelecer da
relagio, da sequéncia nimeros inteiros - nimeros racionais, acentuando como
fundamental a determinagio dos invariantes para a definigdo de possiveis
sequéncias.

Por outro lado, é importante que as actividades a desenvolver com os
alunos envolvam resolugio de problemas uma vez que sdo facilitadoras da
compreensio de conceitos porque apelam a propriedades diferentes de um
mesmo conceito, isto &, & através das situagdes e dos problemas a resolver que
um conceito adquire sentido para a crianga.

Streefland (1986) considera mesmo que é a escolha de  objectos
mateméticos (os conceitos e as operagdes) como pontos de partida para o ensino
que ¢é a real causa do fracasso. Como contraponto propde que a escola deve
partir do saber adquirido na experiéncia do dia-a-dia para a aquisi¢do dos
concettos.

Neste sentido, pensamos que sendo as concepgdes dos alunos modeladas
pelas tarefas com que sdio confrontados, a selecgio das situagbes de
aprendizagem deve ser criteriosa, com o propésito de alargar a significagdo de
um conceito. Por outro lado, a introdugdo de qualquer conceito deve considerar
os invariantes construidos ¢ a fungfio das representagdes adoptadas ou a adoptar,
a ndo ser que se esteja interessado numa aquisigio mecanicista de conceitos.

No entanto, é preciso ter presente que a propria representagio simbolica
é uma ajuda eficaz mas pode dar origem a erros de interpretagdo. Um exemplo
apontado por Vergnaud é o uso do sinal de igualdade (=) e que tem
significagdes diversas: "é o mesmo que", "é equivalente a", "d4 como resultado”.

Os alunos teorizam espontaneamente, usando para isso a linguagem, o
 desenho e outros simbolos, o recurso aos significantes contribui para a
construgio do significado. Geralmente a linguagem aparece associada aos
sistemas  simbOlicos  funcionando como  elemento facilitador da
conceptualizagio. No ensino dos numeros racionais a linguagem tem sido
objecto de investigagdo, constituindo um dos pontos de dificuldades, como
também se verificou neste estudo.
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Nos programas curriculares a introdugio da linguagem inerente as
fracgBes surge ligada ao subconstructo parte-todo. Nos manuais escolares as
notagdes sdo normalmente introduzidas com referéncia a parte de um todo ou
considerando o ntmero de elementos de um subconjunto em relagio a um
numero de um conjunto inteiro, ou &é dada a fracgdo para mostrar o referente
concreto ou apresenta-se as partes de um todo ou de um subconjunto de uma
colecgio e designa-se essas partes com o nome da fraccgdo correcto.

Na realidade, o uso de determinada notagfo ¢ correspondente linguagem
pode ser mais ou menos natural dependendo do contexto (por ex: na medida,
que muitas vezes envolve comparagdo, a notagdo decimal permite mais
facilmente a comparagio e pode entfo ser mais apropriada).

Streenfland (1986) sugere que a introdugfio da linguagem relativa as
fracgBes se faga a partir de situagdes reais de ratio (ex: dividir 3 barras de
chocolate por 4 criangas, simbolizadas por ®4 ¢ visualizada como 4 criangas
situadas 4 volta de uma mesa e 3 barras de chocolate em cima ).

Um outro assunto que tem vindo a ser discutido & a maior ou menor
énfase a atribuir a representacio decimal, como forma de ultrapassar as grandes
dificuldades que os alunos manifestam em lidar com as fracgdes. Autores como
Kieren e Nunes questionam esta posi¢ido, atendendo a analise das ideias basicas
dos niimeros racionais.

Kieren (1980a) considera que a questdo a colocar deve ser: "qual ¢é a
forma simbolica mais adequada num dado nivel de desenvolvimento do
conhecimento sobre os racionais?", propondo ainda que ao usar-se a partigdo na
construgio das ideias sobre os numeros racionais, a linguagem das fracgbes
pode tornar-se mais simples do que a linguagem decimal, sendo mais apropriada
nos primeiros estddios da construgio do conceito. Num nivel mais formal ambos
os simbolos correspondentes a representagio decimal e na forma de fracgdo sdo
importantes. A primeira facilitara a realizagdo de algoritmos e a generalizagdo
dos algoritmos com os niimeros inteiros para os "decimais" torna-se mais 6bvia
para os alunos; a segunda é mais util no gerar de pares equivalentes de fracgdes,
na construgio da nogio de classe equivalente (por ex: classe equivalente a 3/4 é
o conjunto de todas as fracgdes equivalentes como 6/8, 9/12, 12/16, ...).

Em resumo, porque as criangas tém uma experiéncia limitada com os
niimeros racionais fora da escola (tomam contacto essencialmente na escola
com o conceito) o curriculum deve proporcionar experiéncias que facilitem a
apropriagio do conceito pelo aluno, dando énfase tanto ao conhecimento
informal como formal de nimero racional, nio sendo de "desprezar" sistemas
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informais de simbolos que podem funcionar como percursores da linguagem
formal, decimal ou das fracgdes.

5.3.2.2 Sobre a Pedagogia do Erro

Tomar consciéncia das nossas proprias crengas ¢ o primeiro € principal
passo com vista ao questionamento e eventual modificagdo de tais crengas. E
importante que os professores ajudem os seus alunos a tomarem consci€ncia das
suas proprias convicgdes e concepgoes.

E neste sentido, que pensimos ser muito importante os professores
conhecerem as concepgdes alternativas dos alunos acerca de um dado conceito €
a0 mesmo tempo envolvé-los no processo de andlise das suas proprias
concepgdes. Quando determinada concepgdo ndo ¢é aplicivel a uma nova
situagdo, isto &, se entra em conflito com ela, é bem provdvel que ocorra
mudanga e, deste modo, os alunos poderfio rever os seus pontos de vista e
alargar as suas concepgoes.

Como diz Von Glasersfeld (1992), se eu quero mudar alguma coisa na
forma de pensamento do outro ¢ absolutamente necessario que eu tenha, ainda
que de um modo grosseiro, um modelo do que ji existe na cabega do outro e,
neste sentido, defende que uma das coisas mais importantes para o professor &
ter um modelo da situagio conceptual do aluno.

Se as tarefas exigem apenas a imitagdo e a repetigdo, isto é, o professor
d4 o modelo e o aluno repete, como acontece frequentemente na sala de aula,
este tem pouca oportunidade para construir o saber. Como diz Vergnaud
(1981a), é um grave erro pedagdgico considerar que o ensino consiste na
aquisi¢io de habitos ou de procedimentos j4 elaborados.

Alguns autores, como Borasi (1987), sugerem que os erros podem
proporcionar motivagio e serem pontos de partida para construir significado em
matematica. '

Pensamos que a tentativa de explicagdo pelo aluno das suas concepgdes
pode tornar-se uma actividade altamente motivadora ¢ desafiadora. Assim, um
"erro" pode ser usado para motivar exploragdes, a mera presenga de uma outra
concepgio gera um contraste, podendo funcionar como um estimulo conducente
a pesquisas que de outro modo n#o seriam t3o interessantes, particularmente em
criangas mais criativas. Envolver o aprendente na exploragio de uma situagio
matematica, contestando uma dada concepgdo, pode eventualmente ajuda-lo a
ganhar uma compreensdo profunda de muitos elementos da matematica.
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As concepgdes erréneas podem ainda constituir um instrumento
poderoso para diagnosticar as dificuldades de aprendizagem e,
consequentemente contribuir para a modificagdo de estratégias de ensino. De
facto, muitas vezes a origem de dada concepgfo resulta apenas da estratégia
escolhida para alcangar um objectivo ndo ser a mais adequada.

Esta nova abordagem sobre o papel dos erros tem dado grandes
contribui¢des para o ensino da matematica, nomeadamente na tomada de
consciéncia das dificuldades e das diferencas na aprendizagem da matematica,
mostrando ainda a ineficacia da remediagdo pela prética repetida de exercicios,
como se realizou na ultima década (e ainda pratica?) em muitas salas de aula,
particularmente nas chamadas aulas de apoio pedagdgico acrescido.

4

5.4 INVESTIGACOES FUTURAS

Finalmente equacionam-se algumas questdes, que ficam por esclarecer,
resultantes de reflexdes e consequentes perguntas que foram surgindo ao longo
do estudo e apds a analise dos resultados descritos.

5.4.1. A Formagdo de Conceitos

Gilly (1989) defende o interesse da colaboragdo dos psicologos com os
didacticos, aceitando que isso pode favorecer a renovagio das teorizagOes que
dizem respeito as relagdes entre educagdo e desenvolvimento cognitivo. Em
particular, permitird melhor compreender em qué e como a educagdo escolar
joga um papel determinante na génese individual do pensamento.

Psicélogos e didacticos da matematica estdo interessados em estudar
como se adquirem conceitos, constroem esquemas, procedimentos, estratégias
de resolucdo e, em simultineo, como se elaboram e evoluem concepgdes.
Procura-se analisar as condi¢des e os mecanismos dessas construgdes e
elaboragdes. |

Nesta investigagfio, a nossa intengfo inicial era pesquisar as concepgdes
dos alunos do 2° ciclo sobre os nimeros racionais.

Na sequéncia deste estudo fez-se um levantamento de questSes que se
podem inserir na linha de investigagio de Vergnaud e mais recentemente de
Nunes, que reenviam para o papel da representagdo na formaggo dos conceitos,
neste caso do conceito de nimero racional. Como afirma Nunes (1994) a
crianca possui os invariantes do campo do quociente e, no entanto, ndo
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resolve satisfatoriamente as tarefas apresentadas pela escola que envolvem, por
exemplo, a interpretagdo parte-todo.

H4 assim necessidade de criar sistemas de representagdo que funcionem
como estruturadores do conceito, que déem suporte a aquisi¢do do conceito.
Muitas vezes o que parece incompreensio do invariante €, de facto,
incompreensdo do sistema de representagio. ,

Pensamos que um dos problemas na aprendizagem de conceitos
matematicos resulta de se trabalhar com conceitos operacionais que dependem
do sistema representacional utilizado. Se se altera o sistema de representago, o
conceito também se modifica. A construcio dos invariantes depende, assim, da
multiplicidade dos sistemas representacionais usados na representagdo do
conceito.

Neste contexto, hd questdes que se colocam e necessitam de ser
investigadas, como as seguintes:

Como se define o significado de um conceito? Como se adquire o
significado de um conceito? |

Que outros sistemas de representagdo se podem utilizar como meio de
facilitar a construcio de invariantes? Dos sistemas representacionais usados
quais sdo os mais coordenados no sentido de facilitar a construgdo de
invariantes?

Para um dado conceito qual é o(s) invariante(s) mais importante?

Relativamente & formacio de conceitos ha ainda um outro conjunto de
questdes que ficam por responder, a saber:

Como avaliar a estabilidade de certas concepg¢des mais primitivas, de
certos conceitos? Em que momento se pode afirmar (e pode?) que o conceito
foi adquirido? E desejével estabelecer uma hierarquia de desenvolvimento
conceptual?

Como e quando propor situagdes que ponham em causa a validade de
certos conhecimentos mateméaticos? Todos os alunos beneficiam das situagdes
propostas?

Outra problemética que é fundamental continuar a investigar refere-se
ao estudo das dificuldades conceptuais, erros didacticos e obstaculos
conceptuais, segundo a definicdo de Vergnaud (1989a), relativamente a
aprendizagem dos nimeros racionais e outros conceitos matematicos.
D'Ambrésio, numa conferéncia realizada no &mbito do PROFMAT 94
(Encontro dos Professores de Matematica) defendeu o estudo dos erros como
um meio poderoso para ajudar a ultrapassar o elevado insucesso no ensino da
Matematica.

148




Assim, penso que ¢é necessario prosseguir a investigagdo neste dominio a
fim de melhor compreender as condig3es e as exigéncias cognitivas e também
as didacticas de uma aprendizagem activa das matematicas.

Finalmente, um outro aspecto que nos parece de grande interesse, mas
ndo foi aprofundado no nosso estudo, remete para o facto dos alunos, gragas as
ajudas (sugestio no uso do material, de aquiescéncia e ainda de
questionamento) da investigadora conseguirem, nalguns casos, "acelerar" a
compreensdo da tarefa.

Estas questdes reenviam para outro quadro teérico que se insere nas
investigacdes de Gilly, Fraisse e Roux (1988) e que sublinham o papel que as
simples aquiescéncias e as reformulagdes do outro podem jogar. Os autores
defendem que a funciio reguladora de acompanhamento (em italico, no
original) facilita o encaminhamento cognitivo do aluno pela ajuda que da no
controle do desenvolvimento do seu procedimento e da representagdo que
constroi.

As explicacdes aqui adiantadas dizem respeito a mecanismos que pdem
o acento nas interdependéncias e articula¢des entre os modos de apresentacido
das tarefas a resolver e os funcionamentos cognitivos. Neste sentido, sugerimos
o interesse de um trabalho que privilegiasse a observagdo do(s) sujeito(s) na
resolucdio das tarefas em grupo de dois ou trés alunos, tentando assim responder
4 questfio: os funcionamentos socio-cognitivos provocam mudanca cognitiva?
Se sim, de que modo a provocam?

Questionando a ideia dos pequenos passos, Vergnaud considera
importante confrontar os alunos com situagdes relativamente afastadas do que
eles estio prestes a compreender: por vezes € preciso desestabilizar
profundamente as concepgdes dos alunos para os fazer compreender os
fendémenos e 0s conceitos novos, ou os fazer adquirir competéncias novas.

A didactica mostra-nos que por vezes € preciso organizar rupturas
importantes na progressdo dos conhecimentos dos alunos e que para isso ha
necessidade de desestabilizar profundamente as convicgdes explicitas ou
implicitas das criangas.

54.2 A Didactica dos Nimeros Racionais

A maneira como é apresentada a tarefa afecta os procedimentos
individuais de resoluciio e o modo como os sujeitos interagem e sentem O
"fazer matematica”, como se observou, nomeadamente, a nivel da perseveranca
e da auto-confianca. Neste contexto, concebemos uma investigagdo que diga
respeito ao estudo do conhecimento matematico intuitivo e 4 sua interac¢do
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com o desenvolvimento das estruturas formais matematicas. Como refere
Resnick (1986) o conhecimento intuitivo € evidente e obvio para a pessoa que 0
possui e, por outro lado, é facilmente acessivel e esta ligado na memoria a uma
variedade de situagdes especificas.

Os professores queixam-se com frequéncia da pouca flexibilidade que os
alunos tém na aplicagio de conceitos e procedimentos bem conhecidos. Néo
serd porque o ensino é baseado exactamente numa "confianga excessiva nos
algoritmos" (Resnick, 1986)? Serd que um ensino partindo do conhecimento
intuitivo do aluno lhe permite uma maior flexibilidade e até uma invengéo de
procedimentos em situagdes diferentes das usuais? E minha convicgdo que,
para além da aprendizagem se tornar menos mecanizada, aquele ensino vai
necessariamente facilitar a flexibilidade do pensamento. Assim, julgo
necessario que, para além de se estudar o conhecimento intuitivo matematico,
também se investiguem situages de ensino ligadas aos respectivos contetidos
que ajudem as criangas a desenvolvé-lo. :

Se me parece razodvel assumir que o ponto de partida nas aulas de
Matemética seja o conhecimento informal que os alunos possuem sobre o0s
conceitos introduzidos no programa, nfo penso, no entanto, que este trabalho
deva ser exclusivo dos professores. Serfio os investigadores, juntamente com 0s
professores, a produzir informagéo e conhecimento sobre esse saber intuitivo.

Interessa, entfio, continuar a investigar nesse sentido e procurar saber:

Que conhecimento intuitivo possuem as criangas sobre os nimeros
racionais, mais concretamente sobre as fracgdes? Por exemplo, a nogdo de
unidade é central na aprendizagem das frac¢des e em todo o saber matematico;
que conhecimento tem a crianga sobre esse conceito?

Relacionada com estas questdes importa responder a outras:

Como podem os professores aproveitar esse conhecimento? Que
estratégias de ensino conceber? Que situac®es de aprendizagem criar com vista
4 construcio do conceito?

E os programas curriculares como podem introduzir essas concepgdes?

Um pouco marginal a esta investigagdo, mas relacionado com ela, na
medida em que os dados obtidos podem estar relacionados com posi¢des dos
professores sobre como se ensina e se aprende Matematica, ¢ o interesse de
estudos relativos a concepgdes dos professores sobre estas questdes.
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5.5 COMENTARIOS FINAIS

No inicio do estudo defendeu-se a necessidade de uma maior
colaboragiio entre psicologos e educadores matematicos, lamentando-se que
em Portugal essa colaboragio seja ainda incipiente. Diversos estudos
referenciados neste trabalho resultam da participagio de uns e de outros.

Com esta investigagdo, que se situa na interface da Psicologia
Educacional - Educagdo Matematica, ¢ que tentou conhecer as concepgdes e
competéncias dos alunos do 2° ciclo sobre os mimeros racionais, também se
pretente contribuir para essa aproximagao.

No que diz respeito ao conceito de nimero racional, se continuarmos a
considerar que o seu ensino é fundamental e que todos os alunos o devem
compreender, parece-nos, entdo, necessario que se concebam novas abordagens
curriculares. Os programas de Matematica, do 2° ciclo, saidos da Reforma
Curricular reflectem, com alguma timidez, concepgdes aqui expressas. No
entanto, a introdugio ao estudo dos numeros racionais continua a fazer-se
essencialmente no 2° ciclo e associada aos numeros inteiros, a partir do
subconstructo parte-todo. A contextualizagdo dos conceitos necessaria a
significagio ndo é defendida como uma alternativa valida a uma perspectiva
demasiado formal e estruturalista. A logica da matemaética continua a sobrepor-
se a do desenvolvimento psicoldgico.

Num outro plano, este estudo alerta-nos para o papel que os professores
tém porque sio eles que implementam nas salas de aula os programas
curriculares. Sabe-se como as aprendizagens s3o reguladas pela ajuda do outro,
tanto na avaliagio e controlo, como na auto-estima e auto-confianga,
constituindo, assim, a formagio do professor um importante investimento.

Finalmente, do nosso ponto de vista ha necessidade de repensar as
concepgdes tedricas sobre o ensino e a aprendizagem. A teoria da
"aprendizagem-na-pratica” defende que os processos de aprendizagem e
compreensio sdo social e culturalmente formados e que o que estd a ser
aprendido estd integralmente implicado nas formas segundo as quais ¢
apropriado; assim, por exemplo, a matematica que é aprendida depende da que
é ensinada e o modo como é aprendida na escola depende do que 14 ¢ ensinado”
(Lave, 1988).

Assiste-se hoje na investigagdio em educagdo a uma reflexiio profunda
que reenvia para a necessidade de se considerarem os conteidos especificos
disciplinares ¢ para a procura de uma referéncia conceptual que enquadre as
dimensdes cognitivas, afectivas e culturais do ensino e da aprendizagem.
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ANEXOS




ANEXO A

Teste Conceito Parte-Todo




MATEMATICA

FICHA DE AVALIACAO

1.Considera como unidade o seguinte conjunto de berlindes

(e}
o 0
(] 0
o
o o

Que parte da unidade representam os berlindes sombreados?

© e o0 O @ d )
@) "‘ * -
(A) e (2) e (3) e 4) ... (D) eeeee




3.Que namero fraccionério corresponde a cada um dos seguintes pontos?

A
| ; ] :
0 i 2 =
(24
B
o | L -
(29
¢ D -
R y = -
0
@3)
(24)
E ]
l —— — ’ ! =
0 i o) E
(28)
ll EE S ST ' ! '1-{ 1 1 ' 1 ; H=
° 4 2 3 (20
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6. Se S o representa -BL de um conjunto de

berlindes, quantos berlindes deves desenhar para teres o conjunto todo?

(439)

7.Se O OO0 an representa —ZT de um

conjunto de bombons, quantos bombons deves desenhar para teres o

conjunto todo?

(44)

8. Completa as fi

guras de tal modo que a parte sombreada corresponda a
fracgio indicada.

? T W
LA
(40 a
R £
'5. Lq:,) ..
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ANEXOB

Consigne utilizada na passagem das tarefas

Conjunto das tarefas




CONSIGNE

O que aqui vais fazer sdo algumas tarefas de matematica, mas nio deves
preocupar-te se tiveres duvidas em responder, porque isto ndo vai influenciar a
tua avaliagio. O (A) teu(a) professor(a) ndo conhece as tarefas nem vai saber o
que aqui fizeste.

Se ndo te importas vamos usar o gravador porque eu n3o conseguiria
escrever tudo o que dizes e isso é muito importante para este trabalho. Tudo o
que pensares enquanto estds a resolver as tarefas, se puderes, vai dizendo alto
(sem ser s6 para ti).

Vou perguntar-te muitas vezes "porqué" ou "explica como fizeste"
porque, como j4 te disse, isso € muito importante para o trabalho.

Tens virios materiais em cima da mesa que podes usar, se achares que te
podem ajudar a resolver as tarefas.
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TAREFA 1

Tens uma pizza para dividires equitativamente por 3 meninos. Quanto come
cada menino?

PISTAS: Se o aluno nfo esbogar qualquer
tentativa, sugerir o uso de desenho ou de
materiais.

Se o aluno nfio souber o significado da
palavra equitativamente, explica-lo.

TAREFA 2

Gostas de chocolate? Qual preferes 3% 17 de um chocolate?

PISTAS: Se o aluno ndo esbogar qualquer
tentativa, sugerir o uso de desenho ou de
materiais.

TAREFA 3

Tens 3 barras de chocolate para dividir equitativamente por 4 meninos. Quanto
come cada menino?

PISTAS: Se o aluno nfio esbogar qualquer
tentativa, sugerir o uso de desenho ou de
materiais.
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TAREFA 4

Qual das seguintes misturas tem um sabor mais forte a laranja:
- uma colher de concentrado de laranja para trés de agua
ou

- trés colheres de concentrado de laranja para seis de agua?

TAREFA 35

O Jodo e 0s amigos estdo a jogar aos berlindes.
Imagina que o percurso dos berlindes se faz segundo a semi-recta OV e que o
percurso obrigatdrio é OA:

. 3 . .
O berlinde do Jodo percorreu ik Marca na semi-recta OV o ponto que

corresponde 4 posigdo alcangada pelo berlinde do Jo#o.

1
A seguir jogaram a Ana e o Pedro. O berlinde da Ana percorreu 2 do percurso

obrigatério e o do Pedro percorreu a soma dos dois anteriores.

Representa na semi-recta OV os pontos correspondentes a posigio alcangada
pelo berlinde da Ana e pelo do Pedro.

PISTAS: E dado ao aluno uma fotha de
papel quadriculado onde os alunos podem
desenhar o percurso.
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TAREFA 6

Apresentar dois cartes circulares (um dividido em quatro partes, em que trés estio pintadas
de azul e outro dividido em trés partes, em que uma parte estd pintada de verde) e dizer:

Isto representa uma pizza de cogumelos ¢ a parte pintada corresponde ao que a
Jodo comeu ontem.

Isto representa uma pizza de frango e a parte pintada corresponde ao que ela
comeu hoje.

Ao todo, quanto comeu o Jodo?

PISTAS: Comeu mais ou menos do
que uma pizza?

TAREFA 7

Se tiveres 1 a dividir por 3, como podes representar o resultado?

PISTAS: Sabes dividir 1 por 37

TAREFA 8

Coloca um simbolo (>, <, =) no ponteado de forma a obteres uma afirmagio
verdadeira:

PISTAS: Se o aluno nfio esbogar
qualquer tentativa, sugerir uso de
desenho ou de materias

162




TAREFA 9

Calcula:

L |
+
PO | -k

PISTAS: Se o aluno nio esbogar
qualquer tentativa, sugerir uso de
desenho ou de materias

TAREFA 10

Em qual dos grupos se come maior quantidade de bolo, se a distribuigdo for
equitativa:

- no grupo em que ha 1 bolo para 3 raparigas

- no grupo em que ha 2 bolos para 6 raparigas?
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ANEXO C

Guido da entrevista com os professores
sobre as praticas pedagogicas




Guido da entrevista com os professores
sobre as praticas pedagégicas e abordagem aos numeros
racionais

1. Segue algum manual em particular? Qual?

2. Em termos metodolégicos, como descreveria as suas aulas?

organizagdo de sala: trabalho de grupo, trabalho individual no quadro, no livro;
materiais: manipulativos, fichas construidas pelo professor, 0 manual, outros;
trabalho de casa: exercicios, problemas do livro, do professor, pesquisas;
tempo gasto em explicagdes: para a turma, por aluno, por pequenos grupos;

3. Como foi feita a abordagem aos numeros racionais?

sequéncia de contetidos;
conceitos abordados;
utilizagdo de materiais;
modelos adoptados

4. Qual é a maior dificuldade dos alunos em relagdo aos ntimeros
racionais? E a menor?

S. Considera que este topico é dificil de ensinar? Porqué?
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ANEXOD

Questionario sobre o perfil dos alunos




Questionario sobre o Aluno
(a preencher pelo professor de matematica e pelo director de turma) .

......................................................................................................

Nuamero de anos de repeténcia

ANOS €M UE TEPELIU ...oviruieiieeeeeceecree st e s ree e e sre e sesa e e e e b s e n s enseeas
Se o aluno manifesta algum problema, refira qual ou quais (por ex: de
aprendizagem, do foro orginico, comportamental, relacional, .....) ...ccccnereneee.

.................................................................................................................................
.................................................................................................................................
.................................................................................................................................
.................................................................................................................................

.................................................................................................................................

Em termos de aprendizagem, que impressdo tem sobre o aluno (mencione o
nivel que lhe foi atribuido em matematica, no Gltimo periodo) ......c..cccceevvrrvenne.

.................................................................................................................................
.................................................................................................................................
.................................................................................................................................
.................................................................................................................................

.................................................................................................................................
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ANEXOE

Estratégias utilizadas pelos alunos nas tarefas (exemplos)




ESTRATEGIAS

Representacio matematica quando o aluno utiliza a escrita simboélica
como forma de representar a nogdo e/ou usa um algoritmo usual para resolver

uma tarefa.
H¢élio (12 anos) . Marilia (13 anos)
ALy )\,oo(L),LN
S
4 2 ,l/o)%,' %
3 { g
R A . N ,
3 ) A Ad : -
@ 4“25 Ad
Francisco (12 anos) Paulo (13 anos)
A% 3= 3(3) 4
A0 _ S -
40 L%I;)— - | 1:2=2 33
1 .
Lool 2
2.3 A 10 =3
3 R 3
20 L
20 6%6)
b 1t
%0 6/6)
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Rui (12 anos)

SERY
A X3 A2
N K G 5 ©
a4 N

_)\__. ' 3 : /\loOL_BL'/
M '):lOL_C_’-——-—-
C)(35 O’S O 5

Bt s o DIrmde o Saguinda

Fermanda (13 anos)
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Gy
e en e (340 240
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Cidalia (11 anos)

\

_'l—

.§ ol
CLLE

o\;w

»E
3K

-~

Catarina (13 anos)

3 q @b

Teresa (12 anos)

Diaicdie 0,15,
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Representacio grafica quando o aluno faz um desenho, um esbogo ou
utiliza um ja feito e disponivel para representar uma ideia.

Hélio (12 anos)

Z Porgue dzﬂ[ﬁ/«‘? em éacqc(as rmaithes 3o que ros ¢
3 1
< 717 \
3 Dy
Marilja (13 anos)
5 o - hY T %(G\UQ SS CYUMOCOS Ses
3 A PPN (YA

\viczezl 2 o= ' —

[77/% L\ —

Francisco (12 anos)

7N J_g o 33}

10 %1303
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Isabel (13 anos)

Mairio (14 anos)

Catia (15 anos)

——
B

N

S
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Anténia-(12 anos)

@ 'D:Q\A’\C \‘.)QC = @SSC)':JS .

Q%/ @ DIVIC pof 6 ?&5506‘5

Rosario (13 anos) @
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Isabel (13 anos)

oS5
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ot —6€ (ot eV oV o
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Catarina (12 anos)
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Angela (171 anos)
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Ricardo (14 anos)

fouer QLSS A A0 e eada
3

D

\.(3

176



Representacio mental quando o aluno exprime o seu raciocinio
verbalmente através de uma regra ja aprendida, percebida ou, entdo, ele
proprio inventa uma regra como modo de resolver a tarefa.

Mario (14 anos)
A~
3 c/(F' cé//‘(nc
3 (/&’ fg/
. '{/«3 e Ao
b ol Lgeee 2 ST e T bire Saker T, clo Mprre

y- -
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Angela (11 anos)



Joana (14 anos)

h -
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Fatima (12 anos)
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Joana (14 anos)

C ~
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Pedro (13 anos)
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Martinho (14 anos)
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Jodo (11 anos)
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Ana (14 anos)
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Francisco (12 anos)

N




Representag¢io com materiais quando o aluno utiliza material de concretizagio
na resolugio da tarefa.

Estimativa quando o aluno, recorrendo a material de concretizagio na resolugio
da tarefa, estima o resultado

Hélio (12 anos)

" 7N\

. 1
{Hélio escreve] 3 y

[depois manipula o cartdo, olha-o, e diz] "Comeu uma pizza e mais um bocado”

[A experimentadora diz] Explica como fizeste

[Heélio pde o lapis no espago que sobra e diz] "Mais ou menos — .... nfo tenho a certeza. ...
P 9

, 1
isto & 1 (aponta para o cartfo) e isto (aponta novamente para o cartio) é menos do que —

1 1
... se eu dividir aqui em dois .... tenho 7 - ¢ capaz de ser ... entd0 ... mais ou menos —"

9
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ANEXOF

Despachoe Normativo n° 98-A/92
(Sistema de avaliagcdo dos alunos do ensino basico)

Desp. 178-A/ME/93
(modalidades e estratégias de apoio pedagégico aos alunos)




2908-(2)

DIARIO DA REPUBLICA — I SERIE-B

N.° 140 — [9-6-1992

MINISTERIO DA EDUCAGAD

Despacho Normativo n.° 98-A/92

A avaliacdo dos alunos do ensino bdsico é uma exi-
géncia decorrente dos principios e objectivos definidos
para este nivel de ensino no artigo 7.° da Lei n.° 46/86,
de 14 de Ourubro, Lei de Bases do Sistema Educativo,
permitindo aferir, a cada momento, do estadio de rea-
lizagdo dos mesmos.

Entre aqueles principios e objectivos sobressaem,
para efeitos do modelo de avaliagdo a adoptar, o da
universalidade, obrigatoriedade e gratuitidade do ensino
basico, bem como o dever de assegurar uma formagdo
geral, comum a todos 0s portugueses, & de criar con-
digdes de promogdo e sucesso escolar a todos os alunos.

Idénticos principios obtiveram consagracdo no ar-
tigo 10.° do Decreto-Lei n.° 286/89, de 29 de Agosto,
resultando daf a necessidade de compatibilizat o sistema
de avaliacio com a organizagio curricular constante da-
quele diploma. : : SR

Nestes termos, ao abrigo do artigo 7.° da Lei
n.° 46/86, de 14 de Outubro, e do'n.° 3'do artigo 10.°
do Decreto-Lei n.° 286/89, de 29 de Agosto:

Determina-se o seguinte: -

| — E aprovado o sistema de avaliacdo dos alunos

do ensino basico, publicado em anexo a este despacho
e que dele faz parte integrante.

2 — O novo sistema de avaliagdo serd aplicado, em
cada ano de escolaridade, no ano lectivo em que sdo
generalizados os novos programas.

3 — Ao Instituto de Inovagdo Educacional, no am-
bito das atribuicdes que lhe estdo legalmente cometi-
das, cabe:

a) Conceber e produzir instrumentos de avaliagdo
dos alunos;

b) Estudar, recolher e produzir materiais sobre a
avaliacdo dos alunos;

¢) Acompanhar e avaliar a aplicagido do novo sis-
tema de avaliagdo dos alunos;

d) Desenvolver os estudos necessarios a prepara-
cio dos instrumentos da avaliagdo prevista no
n.° 43 do anexo ao presente despacho;

e) Integrar nos estudos e propostas de desenvol-
vimento curricular metodologias de avaliacdo,
tendo em vista o reforgo do processo de apren-
dizagem.

4 — E revogado o Despacho n.° 162/ME/91, de
9 de Setembro, publicado no Didrio da Repiiblica,
2.2 série, n.° 244, de 23 de Outubro de 1991,

Ministério da Educagdo, 19 de Junho de 1992. — O
Ministro da Educacdo, Antdnio Fernando Couto dos
Santos.

ANEXO

Sistema de avaliagio dos slunos do emsino basico

CAPITULO I

Processo de avaliag¢do

Objecto de avaliagiio

1 — A avaliacdo dos alunos do ensino basico incide sobre o cum-
primento dos objectivos gerais de cada um dos ciclos e dos objecti-
vos especificos de cada disciplina ou drea disciplinar.

2 — A avaliagio deve considerar os processos de aprindizagem,
o contexto em que a mesma s¢ desenvolve e as fungdes ze estimulo,
socializacio e instrucdo préprias do ensino basico.

3 — Nos trés ciclos do ensino basico todos os profess:res devem,
no imbito da sua disciplina e no quadro da avaliagdc formativa,
pronunciar-se quanto a competéncia evidenciada pelos 2 inos em re-
lagio ao dominio da lingua portuguesa, nomeadamezrs Juanto ao
desenvolvimento da sua capacidade de comunicacio ocul e escrita.

4 — O Ministério da Educagdo, tendo em conta as fizalidades do
ensino ‘basico e de cada ciclo de estudos, definird, a cival nacional,
os objectivos curriculares minimos do ensino basico ¢ Ze cada um
dos seus ciclos.

5 — Na sequéncia da definigdo prevista no numero arrzrior, com-
pete ao conselho pedagogico, sob_proposta dos grupos :iisciplinares
ou departamentos curriculares, definir os objectivos miniios de cada
disciplina, rea disciplinar e drea escolar, tendo em cor1 as especi-
ficidades da comunidade educativa.

6 — A medida que o modelo de administracao, dirsciio e gestao
definido no Decreto-Lei n.° 172/91, de 10 de Maio, fer implemen-
tado, a definigio referida no numero anterior serd objexo de ratifi-
cagio. pelo conselho de escola ou de, drea escolar.

J o L EE

Finalidades da avaliagiio{

7 - A’avaliago dos alunos fo énsino basico é um slemento es-
sencial para uma prdtici edycativa integrada, permitinfo a recolhs
de informacdes e a tomada de’decisdey adequadas as aecessidades
¢ capacidades do aluna.. | I F % LRI
..8 — Enquanto elemento regulador. da prética educac, a avalia
¢do tem cardcter sistemdticd e ‘Continuo, permitindo:

g) Determinar as diversas componentes do processo de ensinc

e de aprendizageni,” nomeadamente 2 seleccZo Jos método

e recursos educativos, as adaptagdes curricularss = as resposta

a5 necessidades educativas especiais dos aluncs:

Orientar a intervencio do professor na sua reacdo com o

alunos, com os outros professores e com 0s enzrregados d

educagio;

¢) Auxiliar os alunos a formular, ou reformular. decisdes qu
possam influir, positivamente, na promogdo ¢ onsolidaga
do seu proprio processo educativo;

d) Melhorar a qualidade do sistema educativa. zravés da in
troducdo de alteragdes curriculares ou de procsiimentos qu
se afigurem. mecessarios. -

5 L

- .

o Intervenientes

o

“i
fom 4 B

b

~

9 — A escola, através dos seus Orgdos proprios, é rasponsdvel pel
percurso escolar dos alunos, devendo garantir a consezucao dos ot
jectivos da escolaridade obrigatoria e o sucesso educstivo dos aluno:

10 — A avaliagdo dos alunos do ensino basico pressapde o trabi
lho em equipa de todos os professores envolvidos, 2= particular n
conselho de turma, bem como a participagao dos ziuaos e dos et
carregados de educagdo, em condicOes a estabelecer ©a regulament
interno da escola ou drea escolar.

11 — Podem, ainda, ter intervencdo no processo de avaliagdo d¢
alunos, nos termos adiante referidos, 0s seguintes servigos:

a) Servigos de psicologia e orientagio;

b) Servigos de educacdo especial;

¢) Servigos ou entidades cuja contribuicio o cozselho pedag
gico ou o consetho escolar considerem conveaiente;

d) Direcgdes regionais de educagio.

Modalidades de avaliagdo

12 — No ensino bésico distinguem-se as modalidzdes de avali
¢do seguintes:

g) Avaliagdo formativa;
b) Avaliagio sumativa;

¢) Avaliagdo aferida;

d) Avaliagdo especializada.

13 — As modalidades de avaliag@o referidas no numero anteri
devemn harmonizar-se de modo a contribuirem para J Sucesso &
cativo dos alunos e para a qualidade do sistema educativo.

14 — As diferentes modalidades de avaliacio articuiam-se ao lon

dos varios anos e ciclos, considerando o ritmo de Zzsenvolvimer
pessoal dos alunos e a sua capacidade de realizag2o.

Processo individual do aluno

15 — O percurso escolar do aluno deve ser registaca aum proce
individual de que constem todos 0s elementos relevanies para o :
desenvolvimento integral. °



O professor, no 1.° ciclo, ou o director de turma, no
° ciclos, é o responsdvel pela elaboragdo, consulta e conser-
o processo individual, ao qual tém acesso, além dos alunos,
professores, os pais e os encarregados de educagdo.

'Os elementos contidos no proéesso individual sdo de cardc-
fidencial, devendo este acompanhar, o aluno na sua progres-
longo da escolaridade bdsica, sendo devolvido, no seu termo,
s ou encarregados de educagdo. -

Avaliagio formativa

A avaliacdo formativa é a principal modalidade de avalia-
ensino basico e destina-se a informar o aluno, o seu encarre-
 educacdo, os professores e outros intervenientes sobre a qua-
do processo educativo ¢ de aprendizagem, bem como sobre
o de cumprimento dos objectivos do curriculo, a fim de per-

Estabelecer metas intermédias que favoregam a confianga pro--

pria na prossecugdo do sucesso educativo;

Adoptar novas metodologias e medidas educativas de apoio,
ou de adaptagio curricular, sempre que sejam detectadas di-
ficuldades ou desajustamentos no processo de ensino e de
aprendizagem.

A avaliagio formativa tem cardcter sistemdtico e continuo,

io-se na recolha, pelo professor, de dados relativos aos vé-

minios da aprendizagem que evidenciam os conhecimentos e

incias adquiridos, as capacidades e atitudes desenvolvidas, bem

1s destrezas dominadas. -

- A avaliacio formativa é da responsabilidade conjunta do pro-
»m didlogo com os alunos e os outros professores, & dos or-

! orientacdo e apoio educativo, cabendo ao director de turma,
e 3.° ciclos, a funcdo de coordenar a avaliagdo, garantindo

cardcter globalizante e integrante.

_ Para efeitos de formalizagdo da avaliagdo formativa no

.° ciclos do ensino basico, o conselho de turma, presidido

spectivo director de turma. redne, ordinariamente, no final

y um dos periodos lectivos. de acordo com o calenddrio esco-

ovado.

- Fazem parte do conselho de turma todos os professores da
podendo o presidente solicitar a presenca de outros interve-
na avaliagdo.

- A avaliagdo formativa articula-se com dispositivos de infor-
do aluno e do seu encarregado de educagdo, sendo da res-

ilidade do professor, no 1.° ciclo, ou do conselho de turma,

stantes ciclos.

- A avaliacdo formativa traduz-se de forma descritiva e qua-

, podendo utilizar perfis de aproveitamento ou registos estru-

s de avaliagdo.

Avalia¢do sumativa

- A avaliagdo sumativa tem em conta a qualidade do processo
no e de aprendizagem e traduz-se num juizo globalizante so-
desenvolvimento dos conhecimentos e competéncias, capaci-
e aritudes do aluno, tomando como referéncia o estabelecido
4 e 5.
- A avaliagio sumativa é da responsabilidade de todos os pro-
s e técnicos de educagdo que integram o conselho de turma,
ndo o director de turma especial responsabilidade pela coor-
o dos trabalhos e pela garantia da natureza globalizante e in-
e da avaliagdo.
— Compete a0 conselho pedagdgico. ou ao conselho escolar,
ciclo, definir os critérios gerais da avaliagio sumativa, aos
o conselho de turma, ou o professor, se tém de referenciar.
_ A avaliacdo sumativa ocorre, ordinariamente, no final de
im dos periodos lectivas e no final de cada ciclo.
~ A avaliacdo sumativa realiza-se na reunido do consetho de
que formaliza a avaliagdo formativa, permitindo a tomada de
es sobre apoios ¢ complementos educativos.
— A avaliacdo sumativa, realizada no final de cada ciclo, con-
o desenvolvimento global da aluno com os objectivos globais
ciclo.
~ A avaliagdo referida no nimero anterior tem em conta a ava-
formativa e a avaliagdo sumativa realizada no final de cada
ctivo, dando origem a uma decisdo sobre a progressdo ou re-
- do aluno.
— A avaliagdo sumativa, no 1.° ciclo do ensino bdsico, exprime-
forma descritiva.
~ A avaliacdo sumativa, no 2.° ¢ 3.° ciclos do ensino basico,
1¢-se na escala de 1 a 5, acompanhada de uma sintese dos re-
Jescritivos decorrentes do processo de avaliagdo formativa.

34 — Em caso algum poderd proceder-se a avaliagdo sumativa antes
do final do 2.° ano de escolaridade.

35 — Para efeitos de progressdo, a avaliagdo sumativa, realizada
no final de cada ciclo, exprime-se através dos juizos de Aprovado
ou Ndo aprovado.

Avaliacdo sumativa extraordindria

36 — O conselho escolar, no 1.° ciclo, e o conselho de turma, nos
restantes ciclos, podem decidir, em reunido ordindria realizada no
final do 2.° periodo de qualquer ano lectivo, proceder a uma ava-
liagio sumativa extraordinria do aluno, no caso de a avaliagdo ter
indicado que a qualidade dos processos de aprendizagem e a distin-
cia em relagdo aos objectivos curriculares podem aconselhar a sua
reten¢do no mesmo ano.

37 — Para efeitos do disposto no niimero anterior, a decisdo de
proceder 3 avaliagdo eéxtraordindria deve ser comunicada ao aluno
e ao encarregado de educagdo, no prazo de cinco dias uteis.

38 — A utilizagio do mecanismo previsto nos nimeros anteriores
determina a adopgdo de um plano de recuperacdo do aluno, atraves
do estabelecimento ou do reforgo de medidas de apoio educativo.

39 — A decisdo decorrente da avaliagdo sumativa extraordindria
formaliza-se na reunido ordindria do conselho de turma ou do con-
selho escolar, realizada no final do ano lectivo, tendo como efeito
a progressio do aluno para o ano seguinte ou a sua retencdo no
mesmo ano no caso de se verificar que as medidas de apoio educa-
tivo adoptadas ndo foram suficientes para o cumprimento dos ob-
jectivos curriculares minimos definidos.

30 — A avaliagdo sumativa extraordindria aplica-se, com as ne-
cessarias adaptagdes, o disposto para a avaliacio sumativa ordindria.

Avalisgdo aferida

41 — A avaliacio aferida destina-se a medir o grau de cumpri-
mento dos objectivos curriculares minimos, detinidos, a nivet nacio-
nal. para cada ciclo do ensino ‘bdsico, visando o controlo da quali-
dade do sistema de ensino, a tomada de decisdes para o seu
aperfeicoamento e, ainda, a confian¢a social no sistema escoiar.

12 — A avaliagdo aferida ¢ utilizada no momento em que se pre-
tende avaliar o sistema de ensino, a nivel nacionai. regional ou lo-
zal, visando, em especial, os respectivos resultados curriculares e pro-
cedimentos adoptados, segundo padrdes comuns. no dominio dos
saberes e aptiddes.

43 — A avaliacdo referida no numero anterior ndo tem efeitos so-
bre a progressio escolar dos alunos e pode ter lugar em quaiquer
momento do ana lectivo, sendo da responsabilidade dos organismos
competentes do Ministério da Educagdo a elaboracdo das respecti-
vas provas.

14 — Para efeitos de medi¢do de grau de cumprimento dos ob-
jectivos curriculares minimos, definidos segundo o processo estabe-
lecido no n.° §, poderdo realizar-se provas aferidas no inicio do
2.9 ¢ 3.° ciclos do ensino bésico, sempre que tal seja considerado
conveniente pelo consetho pedagdgico.

45 — As provas referidas no numero anterior s3o elaboradas, coor-
denadas e avaliadas sob a responsabilidade do consetho pedagadgico.

Avaliagiio especializada

46 — A avaliagdo especializada consiste na avaliagio multidisci-
plinar e interdisciplinar efectuada por professores e outros técnicos
de educacio, nos casos em que uma programagio individualizada
pode contribuir para o sucesso educativo dos alunos.

47 — A avaliagdio especializada & feita, no 1.° ciclo. por solicita-
¢do do consetho escolar, mediante proposta do professor ¢, 10
2.° ¢ 3.° ciclos, por solicitagdo do conselho de turma. mediante pro-
posta do director de turma.

48 — Na avaliagdo especializada participam os protessores inter-
venientes no processo de ensino ¢ de aprendizagem. sendo os encar-
regados de educagdo previamente ouvidos pelos técnicos de educa-
¢io cuja intervengdo o presidente do conseiho Jde turma entenda
convenierte. .

49 — A programagdo individualizada ¢ o correspondente itinera-
rio de formagio, recomendados no termo desta modalidade de ava-
liagdo, serdo (eitos com o conhecimento ¢ acordo prévio Jos encar-
regados de educagdo. .

50 — No 2.° ¢ 3.° ciclos do ensino basico, vabe ao conselho Ji-
rectivo, ou ao director executivo, ouvido o consetho pedagogico ¢
o encarregado de educagdo, criar as condigdes necessarias 1 imple-
mentacdo e controlo periddico das medidas previstas no numero an-
terior ou a suspensdo das mesmas.
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Efeitos da avalia¢io

Progressiio e retengio

5] — O efeito da avaliagdo-sumativa ¢, por norma, a progressao
dos alunos, devendo a decisdo sobre uma eventual reten¢do ocorrer,
ordinariamente, no final de cada ciclo, assumindo cardcter eminen-
temente pedagdgico.

52 — A retencdo consiste na manutengdo do aluno no ano de es-

- colaridade a que se reporta a avaliagdo, podendo traduzir-se na re-

peti¢do de todo o plano de estudos desse ano ou no cumprimento
de um plano de apoio especifico que integre as disciplinas ou dreas
disciplinares em que o aluno ndo demonstrou satisfazer os objecti-
vos minimos.

53 — Considera-se que o aluno & passivel de retencdo quando a
avaliacdo sumativa revelar um grande atraso em relacdo aos objec-
tivos e capacidades definidas, a nivel central e local, para esse ano
ou ciclo.

54 — A decisdo da retencdo tem sempre cardcter excepcional, de-
pois de se ter esgotado o recurso a apoios e complementos educati-
vos, devendo, porianto, revestir-se de especial cuidado para garan-
tir a sua necessidade, utilidade e justica.

$5 — A decisdo de retengdo é da competéncia do professor, no
1.9 ciclo, e do conselho de turma, no 2.° e 3.° ciclos, devendo o
respectivo presidente elaborar um relatdrio que contemple uma pro-
posta sobre o disposto no n.° 52, a ser executada no ano lectivo se-
suinte.

$6 — Compete ao conselho pedagdgico, ou a0 conselho de escola,
no 1.° ciclo, aprovar o relatdrio referido no numero anterior, bem
como acompanhar e avaliar a sua execucdo.

Reten¢do repetida

57 — Sempre que, no decurso de uma avaliagdo sumativa, se con-
cluir que um aluno que ja foi retido em qualquer ano de escolari-
Jdade ndo possui as condi¢des necessarias a sua progressdo, deve o
mesmo ser submetido a uma avaliado especializada que ponderara
as vantagens educativas de nova retencdo.

58 — A proposta decorrente da avaliagdo referida no numero an-
terior esta sujeita a ratificagdo pelo conseiho pedagodgico, com base
em relatério que inclua:

a) O processo individual do aluno;

bY Relatério contendo os pareceres decorrentes do disposto no
n.' 3

¢) A referéncia aos apoios e complementos educativos aplicados;

d) Relatorio dos contactos estabelecidos com 0s encarregados de
educagio que integre o parecer destes sobre a proposta de
manutencdo do aluno no mesmo ano;

e) O parecer dos servigos de psicologia e orientagdo, quando exis-
tam na escola;

/) O plano de apoio educativo especifico, a ser executado no
ano lectivo seguinte.

59 — Qs encarregados de educacdo, enquanto intervenientes regu-
lares do processo de avaliagdo, devem ser chamados a participar na
andlise e nas decisdes produzidas no imbito do disposto no numero
anterior, podendo recorrer para o director regional de educacdo, no
caso de ndo concordancia com a decisio de uma segunda retengdo.

60 — O conselho directivo, o conselho escolar ou o director exe-
-utivo coordenam a execugio das recomendagdes decorrentes do pro-
cesso de avaliagdo previsto nos numeros anteriores, sendo especial-
mente responsaveis pela promogdo do sucesso educativo desses alunos.
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61 — Visando contribuir para a igualdade de oporT.=.ades de
, 2CessQ & sSucesso educativos, devemn os drgdos proprios is 2scolas
\ instituir actividades e medidas de apoio educativo, semprz . 15 mes-
! mas se revelarem necessdrias.
62 — As actividades e medidas de apoio e complem==-: :ducati-
:vos podem ser realizadas quer numa perspectiva disciplinz- aier quma
perspectiva interdisciplinar e transdisciplinar.

63 — Todos os érgdos proprios da escola devem disge miiiizar os
recursos materiais ¢ humanos necessifios, assegurance =m tempo
oportuno as condigdes de espago e hordrio adequados : uvorecer,
de modo positivamente diferenciado, os alunos que fr==ieatem os

" apoios & complementos educativos.

64 — As medidas de apoio educativo traduzem-s¢ o2 mplemen-
tacdo de planos de ac¢do ou programas, compreendenc: :onteudos
e processos pedagdgicos adequados, que o presidente =z :onselho
\ de turma propde e avalia, o consetho pedagogico aprovz = o conse-
tho directivo, ou o director executivo, coordena.

65 — As medidas de apoio educativo podem assumir =za, ou va-
rias, das seguintes formas:

~a) Um programa especifico elaborado pelo professc: :a wrma,

" no 1.° ciclo, da area disciplinar, no 2.° ciclo, ¢ == =sciplina,
no 3.° ciclo;

' ) Um programa interdisciplinar ou transdisciplinz-. 10 1.7 ¢
3.° ciclos, proposto e coordenado pelo coordezzzir de ano
dos directores de turma, no caso do modelo de z=tio insti-
tuido pelo Decreto-Lei n.° 172/91, de 10 de M=z ou pelo
coordenador dos directores de turma, no caso <2 nodelo de
gestdo instituido pelo Decreto-Lei n.° 769-A/76, =2 13 de Qu-
tubro, e realizado por uma equipa integrada peios arofesso-
res das diversas disciplinas envolvidas;

c) Programas alternativos, podendo incluir a constiroo de gru-
pos de nivel, propostos pelo conseiho pedagdgics ¢ aprova-
dos pelo consetho de escola ou irea escolar, ne o das ¢s-

colas abrangidas pelo Decreto-Lei n.° 172/91, d= I de Maio.

66 — Os professores responsaveis pelas medidas de =210 2duca-
tivo deverdo apresentar ao director de turma, no final sz cada tri-
mestre, um relatério descritivo do aproveitamento de cacda zuno, bem
como parecer sobre a conveniéncia da manutengdo, ar2 sisgensdo,
das medidas aplicadas.

67 — O relatorio previsto no numero anterior deve > apresen-
tado ao coordenador de ano dos directores de turma. Iie O apre-
sentard, acompanhado de parecer, ao conselho pedagdgics. para efei-
tos de decisdo.

Certificacio

68 — Ao aluno do ensino publico, ou do ensino par=cziar 2 coo-
perativo com paralelismo pedagdgico, que obtiver aprov=zic na ava-
liacio sumativa final do 3.° ciclo serd atribuido, pelo -=czectivo ér-
gdo de gestdo, o diploma de ensino basico.

69 — Ao aluno que atingir a idade limite da escolar=Zaze obriga-
téria ¢ que tiver frequentado a escola, com assiduidade. zsvera, me-
diante requerimento do préprio ou do respectivo encarrszzio de edu-
cacdo, ser mandado passar, pelo drgdo de gestdo da escc.z. :=ntificado
do cumprimento da escolaridade obrigatoria.

70 — O disposto no nimero anterior ndo impede que = iuno que
tenha cumprido a escolaridade obrigatdria sem aprovzcig na ava-
liagdo sumativa final do 3.° ciclo se candidate 3 obteng3o o diploma
de ensino basico. mediante a prestagio de provas de exa=s, realiza-
das a nivel de escola, na qualidade de aluno autopropasto.

71 — Para a realizacdo das provas referidas no num=e anterior
o0s orgdos competentes da escola facultam, sempre que acssivel, um
apoio especifico ao aluno autoproposto.

72 — As provas de exame para alunos autoproposzcs serdo ob-
jecto de regulamentagdo posterior.
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MINISTERIO DA EDUCAGAD
GABINETE DO MINISTRO

Desp. 178-A/ME/93. — O Desp. Norm. 98-A/92, de 20-6, aprova
um novo sistema de avaliacdo dos alunos do ensino bdsico, no qual
sobressai um conjunto de dispositivos que visam contribuir para o
sucesso educativo dos alunos e para a qualidade do sistema educa-
tivo. Decorrido um ano de aplicagdo daquele diploma e considerando
os resultados decorrentes da sua aplicago nas escolas, no ano lec-
tivo de 1992-1993, nos 1.°, 5.° e 7.° anos de escolaridade, torna-se
necessdrio reorganizar o quadro normativo respeitante as activida-
des ¢ medidas de apoio educativo, por forma a assegurar a sua efi-
ciéncia.

Neste contexto, o presente despacho tem como objectivo clarifi-
car o conceito de apoio pedagdgico, enunciar as modalidades e as
estratégias de apoio aos alunos, precisar os poderes e as responsabi-
lidades dos érgdos das escolas e da administragdo do sistema educa-
tivo e afectar os recursos e os meios necessarios e possiveis para uma
educacdio de qualidade.

Nestes termos, determino:

1
Objecto ¢ Ambito
1 — O presente despacho visa os seguintes objectivos:

a) Enunciar as modalidades e as estratégias de apoio pedagé-
gico aos alunos;

b) Precisar as competéncias dos érgdos da administragio do sis-
tema educativo no que ao apoio pedagdgico se refere;

¢) Permitir uma methor afectagdo de meios e recursos que pos-
sibilitem a adop¢do de estratégias e a realizacio de activida-
des que promovam o sucesso educativo dos alunos.

2 — O presente despacho aplica-se aos alunos do ensino bdsico que
necessitem de apoio pedagdgico com vista ao sucesso educativo.

3 — O apoio pedagégico aplica-se, em termos prioritdrios, aos alu-
nos do ensino bdsico que cumprem a escolaridade obrigatéria ¢ que
revelem dificuldades ou caréncias de aprendizagem em qualquer 4rea
curricular. As actividades de apoio pedagégico devem, sempre que
possivel, ser planeadas, realizadas e avaliadas em didlogo com os pais
ou encarregados de educagio.

4 — As actividades de apoio pedagégico sdo de inscrigdo faculta-
tiva e de frequéncia obrigatdria, devendo ser projectadas atendendo
as necessidades do aluno ou do grupo de alunos.

5 — Os alunos perdem o direito A frequéncia das actividades de
apoio pedagégico sempre que o seu responsdvel considere que a falta
de assiduidade impede a consecugdo das aprendizagens empreendi-
das, dando conhecimento desse facto ao encarregado de educacio.

11
Conceito de apoio pedagégico

6 — Para efeitos deste despacho, entende-se por apoio pedagégico
o conjunto das estratégias e actividades concebidas e realizadas na
escola no &mbito curricular e extracurricular, incluindo aquelas que
s8o desenvolvidas no seu exterior, que contribuam para que os alu-
nos adquiram os conhecimentos e as competéncias ¢ desenvolvam as
capacidades, atitudes e valores consagrados nos curriculos em vigor,

7 — O conceito exposto no nimero anterior abrange programas
especificos no 4mbito das disciplinas ou 4reas disciplinares, activi-
dades de apoio pedagégico acrescido, programas de natureza inter-
disciplinar ou transdisciplinar, programas ou curriculos alternativos,
actividades de orientagio educativa, actividades de complemento cur-
ricular, bem como qualquer programa, medida ¢ organizagdo peda-
gogica que 0s érgdos da escola entendam til para possibilitar o su-
cesso educativo.

II1
Modzlidades ¢ estratégias gerais de apolo pedagédgico

8 — Com base na diversidade de experiéncias vividas nas escolas,
0 apoio pedagégico pode revestir, designadamente, as seguintes mo-
dalidades e estratégias:

a) O ensino diferenciado, no interior da sala de aula, integrando
0 mesmo curriculo;

b) O grupo de nivel de caricter temporario;

¢) Os diferentes modos de organizagdo da gestdo de espagos e
tempos lectivos;

d) Os curriculos alternativos;

€) As salas de estudo dirigido, visando a resolucdo de proble-
mas de aprendizagem e o apoio A realizagdo dos trabalhos
escolres;

J) Os programas especificos elaborados pelo professor da 4rea
disciplinar (2.° ciclo) ou da disciplina (3.° ciclo);

g) Programas interdisciplinares (no 2.° e 3.° ciclos), propostos
pelo coordenador dos directores de turma ou pelos directo-
res de turma responsdveis pela orientagdo educativa e pelo
apoio pedagdgico dos alunos de cada ano de escolaridade;

h) Os programas alternativos aprovados pelo conselho pedagé-
gico ou pelo conselho de escola;

i) Os programas de entreajuda de alunos do mesmo ou de di-
ferentes niveis de ensino;

J) Os programas de tutoria para apoio a estratégias de estudo,
orientacio e aconselhamento do aluno;

) Os programas especificos de ocupac3o de tempos livres, in-
cluindo os decorrentes da falta de professores, ¢ de activida-
des de complemento curricular;

m) Os programas de compensacdo e actualiza¢do no inicio do
ano escolar, nomeadamente no inicio de um novo ciclo,

9 — As diferentes modalidades e estratégias de apoio pedagégico
sdo concebidas e realizadas tendo em conta as necessidades dos alu-
nos, os recursos da escola, os objectivos a atingir ¢ a andlise da re-
lagio custo-beneficio.

v
Recursos

10 — Para a realizagdo das modalidades e estratégias de apoio re-
feridas, as escolas dispdem, para além dos saberes profissionais e
dos programas de formagio continua, dos seguintes recursos:

a) Recursos humanos;

b) Recursos financeiros especificos e suplementares;

¢) Apoio técnico-pedagdgico a proporcionar pela administracio
do sistema educativo no nivel regional.

\'

Recursos humanos

11 — As escolas dos 2.° ¢ 3.° ciclos do ensino bdsico usufruem
de um crédito hordrio global constituido por duas componentes:

a) ‘O nimero de horas resultante do somatdrio das redugdes da
componente lectiva inerentes ao exercicio dos cargos de de-- -
legado de disciplina, representante de grupo, subgrupo, dis-
ciplina ou especialidade, director de turma ¢ coordenador dos
directores de turma; .

b) O niimero de horas equivalente a 7% do nimero total de
dulas curriculares semanais em funcionamento na escola, nos
termos do disposto no n.° 1 do Desp. 19/SERE/88, de 7-7.

12 — O crédito hordrio global referido no niimero anterior é usado
para o desenvolvimento do projecto educativo da escola, nomeada-
mente no que respeita & concepgdo, realizagio e avaliagdo do apoio
pedagdgico aos alunos com dificuldades de aprendizagem.

13 — O referido crédito hordrio global pode ser utilizado de modo
flexivel, nomeadamente no reforgo da redugfio da componente lec-
tiva de um director de turma por ano de escolaridade, tendo em vista
o fortalecimento das actividades de orienta¢do educativa dos alunos
de cada ano de escolaridade.

13.1 — O reforgo das redugdes da componente lectiva mediante
a realocacdo de horas de reducio prevista no nimero anterior nio
pode exceder 30 % do total das horas referidas na alfnea b)don.° 1.

14 — Todas as modalidades de apoio pedagégico, nomeadamente
as que carecem de reforgo de redugiio da componente lectiva para
o exercicio das fungSes de orientagdo educativa dos alunos, tém de
ser aprovadas pelo conselho pedagdgico e ratificadas pelo 6rgdo de
gestdo da escola.

15 — Para além dos professores e técnicos de educacgio afectos a
cada escola, deve o 6rgdo de gestdo, sempre que tal se afigure ne-
cessdrio ¢ pela ordem a seguir indicada:

a) Recorrer 4 colaboragdo dos servicos piblicos de satide e de
" assist@ncia social existentes na localidade;

b) Proceder & aquisicio tempordria de servicos, no Ambito da
gestdo orcamental corrente;

¢) Solicitar & direcgdo regional de educagdo respectiva a afecta-
¢do pontual de recursos humanos tendo em vista a supera-
¢do de problemas de aprendizagem.

16 — A solicitagdo referida na alinea ¢) do ntimero anterjor deve

ser acompanhada de um programa especifico de interven¢do peda-
gOgica que justifique a sua necessidade e relevncia,

189



N.° 177 — 30-7-1993

DIARIO DA REPUBLICA — II SERIE

8104-(7)

VI
Recursos financeiros

17 — Na elaboragfo do projecto de aplicagdo do or¢amento anual
o 6rgdo de gestdo deve considerar elegfveis despesas correntes e de
capital que se afigurem imprescindiveis para realizar as estratégias
¢ modalidades de apoio pedagdgico aos alunos que dele necessiter.

18 — A gestdo orcamental deve privilegiar a satisfacdo das neces-
sidades de apoio pedagégico.

VII

Apoio técnico-pedagégico a proporcionar
pelos servigos regionais de educacio

19 — Em situacGes especiais devidamente caracterizadas, o drgdo
de gestdo, ap6s parecer do conselho pedagdgico, poderd solicitar &
direcgdo regional de educacfio respectiva as medidas ou os recursos
suplementares que entender necessdrios para o desenvolvimento de
projectos ou estratégias de apoio pedagdgico aos alunos.

20 — Consideram-se situacGes especiais, entre outras, as seguintes:

a) Insercio da escola em zonas de graves carncias sdcio-
-econémicas e culturais;

b) Existéncia de turmas com programas alternativos, designa-
damente ao abrigo dos Desps. 68/SERE/90, de 16-11, e
32/SERE/91, de 7-9;

c) Elevada frequéncia de alunos integrados em programas de
apoio no mbito da educagdo especial;

d) Escolas com populagdo escolar com especiais necessidades de
integragdo multicultural.

21 — A solicitagdo referida no niimero anterior insere-se na me-
dida 5 do Sistema de Incentivos 3 Qualidade da Educagdo, apro-
vado pelo Desp. 113/ME/93, de 23-6, e deve ser acompanhada de
uma memodria descritiva e justificativa dos projectos ou estratégias
a implementar, para além de outros elementos af referidos.

VI

Direcgiio e gastiio do apoio

22 — Compete ao conselho directivo ou ao director,executi;vo, ouvido
o conselho pedagdgico, assegurar a direcgfio e gestiio do apoio pedagébgico.

23 — As diversas modalidades de apoio pedagégico aos alunos sdo
organizadas, realizadas e avaliadas pelos diferentes orgdos e interve-
nientes nd processo, segundo os critérios da adequagdo aos proble-
mas diagnosticados, a relagio objectivos/recursos disponiveis e os
efeitos positivos nas aprendizagens.

24 — Os Orgdos e intervenientes no processo de organizagdo, ges-
tdo e avaliacio do apoio pedagégico sio pessoal e institucionalmente
responsdveis pelo uso dos recursos disponibilizados.

IX
Avaliagiio do apoio pedagégico

25 — O apoio pedagdgico deve ser objecto de uma avalia¢do con-
tinua, participada e formativa e de uma avaliacdo global no final
do ano lectivo, a ser realizada sob a coordenagdo do consetho peda-
gbgico.

26 — A avaliagdo deve fornecer elementos que permitam ajuizar
da qualidade dos processos de apoio e da qualidade dos resultados
obtidos.

27 — Até ao dia 15-7 de cada ano lectivo e apés a avaliagdo glo-
bal aprovada pelo conselho directivo ou pelo director executivo, o
6rgdo de gestdo enviard A direcgdo regional de educagio respectiva
um relatério sucinto de avaliagio, em que se descrevam as caracte-
risticas dos processos utilizados e os resultados alcangados, dele de-
vendo dar obrigatoriamente conhecimento & associagdo de pais e en-
carregados de educagdo da escola.

28 — A Inspeccdo-Geral da Educaciio procederd ao acompanha-
mento regular e sistemdtico da organizacdo e gestdo do apoio peda-
gégico, elaborando anualmente um relatério.

X
Disposi¢iio final

29 — 530 revogadas as disposigdes do Desp. 8/SERE/89, de 8-2,
que contrariem o disposto no presente despacho.

30-7-93. — O Ministro da Educagfio, Antdnio Fernando Couto dos
Santos.

Na vida privada, empresarial e publica,

o «Didrio da Reptiblica», o «Didrio

da Assembleia da Repiiblica» e respectivos
apéndices sdo materiais de consulta

obrigatéria para o profissional e o cidadio

em geral. Assine-os a tempo e ganhe tempo.
Pode mandar o cheque de pagamento da sua
assinatura para PUBLICACOES REGULARES —

—Av. D. Francisco Manuel de Melo, n° 5 — 1000 LISBOA,

em nome da Imprensa Nacional-Casa da Moeda
acompanhado do seu pedido, nome e morada.

«Didrio da Repiblica»
e «Didrio da Assembleia da Repiiblica»
— sempre & mao. Por assinatura.

O DIARIO DA ASSEMBLEIA
-POR-ASSINATURA

O —

MKM markimage
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