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INTRODUGAO

The mathematician, the statistician, and the philosopher do
different things with a theory of probability. The mathematician develops
its formal consequences, the statistician aplies the work of the
mathematician, and the philosopher describes in general terms what this
application consists in. (...) Each does his job better if he knows
something about the work of the other two. (Good, I.J., 1959).

Five international conferences on subjective probability have been
held (Hamburg, 1969; Amesterdam, 1970; London, 1971; Rome, 1873; and
Darmstadt, 1975) in order to  bring together psychologists,
mathematicians, staticians and others. Yet progress towards mutual

understanding seems slow and awkward (de Finetti, 1978)

O desenvolvimento de teorias de probabilidade emerge de uma unido
de esforcos multidisciplinares - probabilidade & um objecto sob a
perspectiva de diferentes disciplinas! No entanto, nos nossos tempos, ©
estudo da probabilidade, pela sua complexidade e profundidade, deu origem
a4 constituicdo como que de uma nova disciplina. Uma disciplina que,
tendo a mnogéo de probabilidade como objecto, visa a construgdo de
modelos ou teorias que integram uma definigdo do conceito e seus limites,
e a compreensio dos significados com que esses conceitos sdo abordados
e das contigéncias de aplicagdo.

A confludncia interdisciplinar estd, provavelmente, patente neste
trabalho. Assim nalguns capitulos e subcapitulos a abordagem é
essencialmente filoséfica ou psicoldgica, enguanto noutros a linha de
pensamento & essencialmente matemdtica. E que eu subescrevo totalmente
Good (1959) quando este afirma: « Each does his job better 1f he knows

something about the work of the other two.»

Tal como o nome deste trabalho indica, procurarei fazer uma
digress8o pelas nogdes bédsicas associadas ao conceito de probabilidade
de forma a gue os seus alicerces se tornem mais perceptiveis. O conceito
de probabilidade subjectiva e os argumentos que servem de base a esta
opcio epistemolégica constituiem o cerne deste trabalho. A digress8o mais
ou menos critica por alguns dos modelos mais importantes oferecidos na
literatura, pretende clarificar o que se entende por probabilidade
subjectiva, em gque contexto o conceito emerge, que criticas sofre e que
ligagdo estabelece com a abordagem estatistica construida sobre a

axiomdtica de Kolmogorov.



Perfilhando a nocdo de probabilidade como reflectindo o
conhecimento que o sujeito num dado momento possui do mundo que o rodeia,
referir-me-ei igualmente a modelos ndo-standard, i.e, modelos que visando
a aproximacdo ao individuo procuram contemplar a hipdtese de indecisdo.
Tratam-se de modelos que ou nos oferecem medidas inexactas de
credibilidade ou procuram as condig¢Bes de mensuragdo de um conhecimento
incompleto.

Assim:

A primeira parte deste trabalho refere os fundamentos basicos do
conceito de probabilidade. O primeiro capitulo centrar-se-a no conceito
de probabilidade e analisard toda a subjectividade que o rodeia. O
segundo, por sua vez, tem por objecto a nogdo de acontecimento e analisa
a subjectividade que a caracteriza. Distinguir-se-8o, seguidamente, as
abordagens normativas ao conceito de probabilidade subjectiva, das
abordagens descritivas e prescritivas.

A sequnda parte deste trabalho refere os modelos axiomdticos de
probabilidade qualitativa. Apés a referéncia a alguns conceitos bésicos,
serdo apresentados e contrastados alguns dos modelos gue melhor
caracterizam a escola subjectivista/personalista. Um estudo comparativo
relativamente aprofundado, permitird, apontar equivaléncias e isolar
idiossincrasias nas diferentes propostas analisadas.



I PARTE

OS FUNDAMENTOS DA NOCﬁO DE PROBABILIDADE SUBJECTIVA



I) O SIGNIFICADO DE PROBABILIDADE

A mera existédncia de um debate sobre o significado de
probabilidade, passa ao lado da maioria dos utilizadores
deste conceito. Do uso, e por vezes abuso, feito desta
palavra ndo se vislumbra o fosso que muitas vezes nos separa,
nem o esforgo de construgdo de pontes que permite o encontro

cordial entre opositores (mais ou menos) inconscientes.

Nio necessitamos de  recuar  aos primérdios!' do
desenvolvimento dos estudos no campo da probabilidade, para
percebermos a esséncia do debate do significado do conceito
de probabilidade. Os trabalhos de Bernoulli (1713) , Bayes
(1763) e Laplace (1774) (citados por exemplo em Jaynes, 1983)
representam o que hoje em dia se designa? de nogdo clédssica
de probabilidade.

A maioria das criticas 4 abordagem cléssica centram-se
na circularidade da sua definicdo, i.e., probabilidade &
definida & custa da nocdo de (equi)probabilidade. Este
requisito de equipossibilidade, para desenvolvimento do
cdlculo probabilistico, impossibilita a ©predigdo de
comportamentos e processos do mundo real visto ndo haver meio
de o garantir. Tal & de facto j& salientado pelo proprio

Bernoulli:

1 co historicamente estes primdérdios podem ser referénciados an uso de
termog como chance, luck, fate etc, ou até & definigdo de Aristotles "the
probable is what usually happens" (Good,I.J., 1959) as origens da teoria
matemitica de probabilidade sdo regra geral referenciadas & correspondé&ncia

entre Pascal e Fermat (1654).

2 0s qualificativos da palavra probabilidade pretendem diferenciar e
categorizar diferentes nogdes de probabilidade. Eles sdo inUmeros, nem sempre
associados a uma dimensdo que garanta exclusividade no processo categorial
(ex: Subjectiva, Inversa, Fisica, Frequencista- ver Good,1959) . Este trabalho
contrasta, essencialmente, a dicotomia classificatdéria Subjectivo vs
Objectivo.
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But here, finally, we seem to have met our problem, since
this may be done only in games of chance {(...) (construidos com o
propdsito de estabelecer equiprobabilidades) .

But what mortal will ever determine for example the number
of digeases - these and other such things depende upon causes
completly hidden to us" (Bernoulli, 1713 citado por Jaynes 1983).

Mas, segundo Jaynes (1983), existe uma discrepdncia
entre a nocido de probabilidade subjacente aos trabalhos de
Bernoulli e a definicdo operacional por este fornecida. Note-
se que o requisito de equipossibilidade relaciona-se com O
Principio da Razdo Insuficiente. Principio que oferece um
meio de fazer face a um problema de probabilidade quando ndo
dispomos de informagdo gue nos permita especificar juizos
probabilisticos: se desconhecemos alguma razdo (informagdo)
gque ponha em causa a consideragdo de A e B como
acontecimentos igualmente crediveis & razodvel supor gque
ambos t&m a mesma probabilidade. Estd, assim, subjacente a
nocdo de probabilidade como referente a um certo estado de
conhecimento pelo que, é admissivel ler nos trabalhos de
Bernoulli tracos de uma perspectiva subjectivista (Jaynes,
1983) . Uma leitura cuidada dos primeiros desenvolvimentos
relativos 3 nogdo de probabilidade, leva-nos a pensar que a
visio original de probabilidade & subjectivista e que esta
visdo, embora ofuscada pela interpretagdo frequencista ou

estatistica de probabilidade, teve sempre defensores.

Independentemente dos pressupostos subjacentes ao
Principio da Razdo Insuficiente, Bernoulli (1713), em Ars
Conjectandi, refere que, visto ndo podermos ter a certeza
se um acontecimento ocorre ou ndo, apenas poderemos referir
o grau de confianga na verdade da proposigdo que afirma a sua
ocorréncia (Kyburg & Smokler, 1964). A discrepéncia entre a
nocdo e definigdo de probabilidade em Bernoulli apenas pode
ser entendida como fruto de uma limitagdo de resultados até
entio obtidos. O modo como o autor define probabilidade

parece visar uma atitude pragmatica.
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£ certo que nos seus trabalhos, Bernoulli estabelece uma
ligacdo entre frequéncias observadas numa amostra aleatdria
de observacdes e as probabilidades tebricas, mas nunca tomou
umas pelas outras (Jaynes, 1983). Ro admitir as limitagdes do
Principio de Razdo Insuficiente, Bernoulli pretendia, através
do conhecimento dos resultados de uma amostra, atingir a
populagdo (cuja existéncia era meramente hipotética). Pelo
que, ja se referia ao problema de inversdo de probabilidade.
Objectivo que orientou explicitamente oS trabalhos
posteriores de Bayes (1763) e Laplace (1774) e que, apesar de
serem per se insuficientes e inadequados, foram um trampolim
para os desenvolvimentos e trabalhos que hoje caracterizam a
perspectiva Bayeseana (ver importdncia dos trabalhos de
Laplace em Jeffreys, 1939, e a centralidade do seu teorema -

teorema de Bayes - para esta escola).

0 desenvolvimento histérico das nogdes de probabilidade
posteriores a Bernoulli & caracterizado por uma oposigdo a
nocio subjectivista, por uma rejeigdo do conceito de

probabilidade enquanto sumidrio de um estado de conhecimento.

Mesmo na viragem do século, diferentes autores [Jaynes
(1983), cita os trabalhos de Ellis (1842) de Boole (1854) de
Venn (1866)] desenvolvem trabalhos inspirados nos resultados
e ideias de Bernoulli, mas insistem em ver probabilidade como
frequéncia numa experiéncia aleatdria (probabilidade assume
uma natureza "objectiva", ou até como Good (1959) refere, uma

natureza fisica).

Mas mesmo ofuscada por esta interpretagdo frequencista
(ou estatistica) de probabilidade , a nogéao subjectivista ndo

desaparece com o virar do século. Augustus De Morgan em 1847
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explicita-a do seguinte modo:

By degrees of probability we really mean, or ought to
mean, degree of belief...Probability then, refers to and
implies beliefs, more or less, and beliefs is but another
name for imperfect knowledge, or it may be, expresses the
mind in a state of imperfect knowledge (p. 173 Formal Logic
citado,em Kyburg & Smokler, 1964).

E j4 em 1921 Keynes, definindo o dominio de aplicagdo de
probabilidade como essencialmente l6gico, toma o significado
da nocdo de probabilidade como residindo na relagdo ldégica
que se traduz no grau de credibilidade associado a uma
proposigdo, dado um conjunto de proposigdes (que definem o

estado de conhecimento do sujeito).

0 debate do significado de probabilidade néo deixa de
estar associado aos seus dominios de aplicagdo (Murteira,
1990). O grande defensor da tese frequencista, R. von Mises
(1883-1953), pretende até (um pouco isoladamente) retirar o
conceito de probabilidade das mios dos matematicos,
referenciando-o como um fendmeno directamente observdvel no
mundo real, a ser estudado pela ciéncia (empirismo lé6gico) e
nio pela metodologia matemética (racionalismo) . Ele e a sua
escola defenderam que a nogdo de probabilidade s6 tem sentido
quando reportada a uma realidade passivel de ser observada

repetidamente - fendmenos de massa Ou colectivo.

The word collective...denotes a series of similar events or
processes which differ by certain observable attributes, i.e.
colors, numbers, or anything else...The principle which underlines
the whole of our treatment of the probability problem is that a
collective must exist before we begin to speak of probability (von
Mises 19 ,p.16 in Maistrov, 1974).

Este colectivo deve satisfazer duas condigdes (ter duas
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propriedades’®): 1) Deve existir um limite das frequéncias
relativas e 2) o limite deve ser invariante relativamente a
escolha de um colectivo, que é arbitrdrio, aleatdrio. O
limite dessas frequéncias, define probabilidade.

A abordagem de Von Mises, devido a todo o seu
radicalismo e ao requerimento da existéncia de um limite de
frequéncias, nunca foi bem aceite junto dos matemdticos. O
apoio que sofreu vinha essencialmente da &rea da fisica
(Maistrov,1974).

Diferentes trabalhos que se desenvolveram sob uma
perspectiva frequencista, tornaram esta nogao de
probabilidade independente das propriedades que Von Mises lhe
atribuiu; principalmente pelo abandono do pressuposto de
existénecia de um limite de frequéncias relativas num
colectivo.

Para as abordagens puramente matemdticas os
desenvolvimentos do campo da probabilidade do inicio de
século impunham uma clarificagdo e justificagdo das nogdes de
probabilidade, uma re-avaliagdo e refinamento dos seus
fundamentos légicos (Maistrov,1974). Contribuiu para isso
o desenvolvimento da Teoria da Medida (que chegou a definir
a teoria da Probabilidade como um subcapitulo seu)
acompanhada por grandes avangos nos pProcessos de
axiomatizacdo da Teoria dos Conjuntos (Faria, 1991). A
necessidade de uma teoria axiomiAtica baseada em nogdes da
teoria de medida, na opinido de Maistrov (1974), parecia

querer impor-se. Pelo que, O desenvolvimento do conceito de

3wproceeding from the premise that probability theory is mnot a
mathematical discipline, von Mises regarded his axioms as proprieties of a
collective and did not interpret them as axiomas of a mathematical theory"
(Maistrov, 1974).
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probabilidade concretizou-se na criacdo de sistemas
axiomidticos que o representassem. Dai que uma medida de
probabilidade surja como um conceito derivado em vez de se

constituir como entidade primitiva.

The first systematically developes ax omatization of
probability theory, based on the notion of qualitative comparasion
of events according to their probability is due to S.N. Bernstein.
The numerical value of the probability appears in this conception
as a derived rather than as a primary notion. (Kolmogorov, citado
por Maistrov, 1974)

No entanto Bernstein deixa bem claro a natureza nio

categdrica do seu modelo:

Purely mathematical probability theory cannot be concerned
whether the coeficient called mathematical probability has any
practical value, either subjective or objective. (BRernstein, 1927,
in Maistrov,1974)

O conceito de probabilidade (medida de probabilidade
como conceito derivado) & reportado por Kolgomorov (1921) a
uma entidade qualitativa: o sistema empirico definido por um

critério frequencista.

The axiomatization resulted in abstracting the notion of
probability from its frequency interpretation, but at the same time
made it possible always to pass over from a formal system to real-
wold processes. Naturally enough, every inference from this theory
can be interpreted in frequency terminology (Maistrov, 1974).

Mas embora construido sob a nogao frequencista de
probabilidade (pelo que, gerando apoio a esta perspectiva),
o sistema formal resultante (modelo matemdtico) acaba por
ser desprovido de entidade real (por ele representada) . O
modelo matemidtico abstracto sendo independente do processo
pelo qual foi construido, ndo traduz uma verdadeira nog¢do de

probabilidade, pelo que nio intervém no debate entre O0S
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subjectivistas e objectivistas. Uma verdadeira definigdo de
probabilidade advém do estabelecimento de uma relagdo entre
esta entidade matemitica e um contefido ou significado real.
Pelo que, a verdadeira controvérsia reside em torno das
propriedades extra-matemdticas do conceito: o critério
relacional que "permite" a sua "aplicagdo ao mundo". Tomar
probabilidade como um simples conjunto de fungbes ndo-
negativas aditivas cujo maximo valor & a unidade, embora ndo
seja ambiguo é totalmente vazio de contetido empirico -
probabilidade ndo se fica por uma simples funcdo matematica.
Como Savage (1972) refere, considerando a confusdo existente
em torno dos fundamentos da estatistica é espantoso o grau de
consenso que existe relativamente ads propriedades puramente
matemadticas da probabilidade.

Assim, teorias subjectivistas e objectivistas unem-se
nas propriedades matemdticas dos seus conceitos e na
abordagem matemiatica dos seus problemas, mas diferem na forma
como estabelecem a relagdo com o mundo: as primeiras
introduzem o sujeito nessa relagdo e as segundas definem a
relacdo em termos empiricos. A forma como O sujeito &
introduzido pode, no entanto, diferir de teoria para teoria,
impondo-lhe mais ou menos regras de funcionamento 1l6gico no
processamento da informagdo que visa um juizo probabilistico
(probabilidade é uma propriedade do conhecimento que temos
sobre um dado acontecimento). Para um objectivista para quem
probabilidade tem uma natureza fisica, directamente
observidvel, o papel do sujeito & meramente O de fazer o
rlevantamento" da informagédo, (probabilidade & uma
propriedade do acontecimento). A validade desta teoria é

contigente a um dominio especifico de acontecimentos, os de
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passivel repeticdo®.

Embora a perspectiva objectivista continue hoje em dia
a chamar a si o maior nimero de adeptos é salientar o
desenvolvimento de outras perspectivas. A escola
subjectivista (Keynes, 1921; Ramsey, 1926; de Finetti, 1937;
Jeffreys, 18939; Koopman, 1940; Savage, 1954, etc) vé
probabilidade como a expressdo da ignorincia humana, uma
expressdo formal das nossa expectativas, das nossas crengas,
da credibilidade que atribuimos a dados acontecimentos.
Trata-se de uma definicio de probabilidade bem mais global do
que agquela que nos reporta a andlise das frequéncias
relativas. Encontramos muito mais tolerdncia (se assim se
pode falar) no modo como os defensores da escola
subjectivista interpretam os trabalhos da sua oponente do que
o contrdrio. E que, para um subjectivista o freqguencista é
aquele que faz um juizo probabilistico por uma metodologia
empirica’; para um objectivista o juizo probabilistico ndo
tem razdo de ser, a realidade & o que &° e a intervengdo do
sujeito nada mais & do que uma fonte de enviesamento no
processo que visa o acesso a essa realidade.

* Daqui decorre a impossibilidade de se probabilizarem acontecimentos
nicos. O gato de Schrodinger ndo pode estar meio vivo e meio morto ao
postular-se 50% de probabilidade de sobreviver e esse seria o seu estado ao
postula-se probabilidade como uma caracteristica do mundo fisico. Pelo
contrario, para a perspectiva subjectivista tem sentido falar da probabilidade
1/2 wvivo e 1/2 morto pois probabilidade traduz um estado do sujeito
cognicente.

5 nagain, objectivistic views can be regard as personalist views
according to which comparasions of probability can be made only for very
special pairs of events, and then only according to such critéria that
all people agree in their comparasions.[Savage, 1972, p.60].

¢ Nio resisto a apresentar uma citagdo de Venn que ilustra

claramente esta posig¢8o freguencista.

The best example I can recall of the distinction between
judging from the subjective and the objective side, occurred once in a
railway train. I met a timid old lady who was in much fear of accidents.
T endeavoured to sooth her on the usual statistical ground of the extreme
rarity of such events. She listened patiently, and then replied,
n"Yeg,Sir, that is all very well; but I don’t see how the real danger will
be a bit the less because I don’t believe in it." (Venn, 1888)
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0 subjectivismo associado ao conceito de probabilidade
tem sido assim, assumido por uns, tolerado por alguns e

contrariado por outros.
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II) A NOGAO DE ACONTECIMENTO

"probabilidades consubstanciam-se em acontecimentos"
(Faria,1991), pelo que ndo podemos discutir o conceito de
probabilidade sem ter subjacente a nogdo de acontecimento.
O significado de um conceito estd imbrincado no significado
do outro.

Cabe, assim, a qualquer teoria de probabilidade deixar
bem claro o que entende por acontecimento, e a este trabalho
o explicitar se " trata de um conceito simples ou multiforme
e nesse caso se hd um denominador comum que permita a
aglutinagdo." (Faria,1991).

Antes de atendermos ao modo como a nogdo de
acontecimento tem sido wutilizada na literatura das
probabilidades, & conveniente tomar em consideragdo a
etimologia da palavra, o seu significado psicolégico, e

algumas considera¢des epistemoldgicas.

A) A subjectividade da definigdo do que é acontecimento

Acontecimento, é definivel como o "acto ou efeito de
acontecer, de realizar-se", ou como uma "ocorréncia, a
verificacdo de um "facto". Na realidade s6 se pode considerar
um acontecimento aquilo que sabemos existir, ao qual
atribuimos limites precisos de existéncia (fronteiras que nos
dizem o que & e o gue ja& o ndo &), aguilo que conhecemos como

uma entidade, um todo. Pelo que a nogdo de acontecimento
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pode ser entendida como um todo significativo (i.e., a qual
se atribui um dado significado), mentalmente representado

(i.e., que é conhecido).

Toda a realidade com que 1lidamos é uma realidade
representada mentalmente. Sendo o conhecimento representagdo,
ele é sempre uma mi-representagdo (McGuire, 1983), uma
representacdo mais ou menos incompleta e mais ou menos
destorcida da realidade. O "erro" associado as representagdes
confere-lhes maior ou menor validade, sendo o critério de
validagdo uma mera convicgdo epistemoldgica. S&do diversos os
critérios de validade de um conhecimento utilizados pelo
conhecedor, pelo que casos concretos podem leva-lo a
questionar uma representagdo: guando esta ndo é partilhada
(falta de consenso), quando é desafiada por regras ldogicas
(racionalismo), quando a experiéncia sensorial contraria a
representacdo (empirismo) ou ainda e entre outros, quando se
encontra uma representag¢do alternativa mais frutuosa. Note-se
que a auséncia de qualquer critério deste tipo nos levaria a
situacdo de auséncia de orientagdo comportamental. Tal como
Bertrand Russel sugere: a acgdo consensual € normal, e a ndo
consensual poderd traduzir a presen¢a de um génio ou de um

louco, pelo que sdo necessdrios critérios de delimitagdo.

Um conhecimento vdlido (qualgquer que seja o critério de
validade) é um conhecimento "objectivo". A sua
"objectividade" é& definida por uma intersubjectividade: o
acordo ou consenso social sobre os seus limites quer estes
tenham sido mais ou menos impostos pelo prdéprio real
(empirismo) . Acontecimentos como viajar por terra, dgua ou ar
sdo, de certo modo, bastante delimitados pelas suas
caracteristicas fisicas. Mas se pensarmos oS acontecimentos
ser dia e ser noite, se bem que as suas caracteristicas

figicas participem na sua delimitag@o ndo deixa de haver uma
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"zona cinzenta" (fuzzy’) onde o seu significado ndo serd
(pelo menos & partida) consensualmente partilhado. Acontece
também que, por vezes, a realidade "apresenta-se" numa
dimensdo continua e se procede & sua categorizag¢do (a leitura
é feita numa escala nominal). Neste caso existirdo muitas
"zonas cinzentas" onde os significados ndo serdo (pelo menos
4 partida) consensuais. A questdo da probabilidade de "o
leitor enlouquecer apés a leitura deste trabalho", passa pela
definicdo do acontecimento "estar louco" - a loucura pode ser
considerada num continuo de perda de sanidade mental. Dois
sujeitos independentes podem estar a situar o leitor no mesmo
ponto desse continuo mas atribuir-lhe um significado
diferente (consoante pertenga ao intervalo que "define"
loucura ou nio pertenga). O T"desacordo" manifestado
relativamente & credibilidade associada a afirmagdo de
loucura & meramente aparente (visto atribuirem igual
credibilidade 3 localizagdo num dado ponto do continuo onde
se define o grau de loucura). E por um processo de
estabelecimento de convengdes (o partilhar de significados),
pelo uso da comunicagdo, que poderemos esperar Consenso num
juizo probabilistico. Dai que, apenas faga sentido comparar
graus de credibilidade de diferentes sujeitos se a realidade
inserida nos seus sistemas relacionais, for particionada do

mesmo modo.

Na realidade os limites estabelecidos em torno de um
acontecimento, eles prdprios eventualmente subjectivos,
egtabelecem o estatuto de acontecimento como uma insténcia de
uma categoria mais vasta ou como entidade dUnica. David

-

Blackwell por volta de 1950, & contactado por um economista

" By fuzziness we mean a type of imprecision which is associated
with fuzzy sets, that is, classes in which there is no sharp transition
from membership to nonmembership. For example a class of green objects
is a fuzzy set.(...)Actually(...) most of the class in the real world do
not have crisp boundaries which separates those objects which belongs to
a class from those which do not. {(Bellman & Zadeh, 1970 citado por Faria,
1991) .
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que o questiona sobre a probabilidade de se verificar uma
guerra no prazo de 5 anos. A resposta de Blackwell identifica
este acontecimento como uma insténcia Gnica, que na visdo de
probabilidade como referente a uma situagdo de acontecimentos
repetitiveis & intratdvel. Mas podemos entender a hipotética
gituacdo de guerra ‘¢omo uma inst8ncia de uma categoria mais
vasta: todas as guerras que se ja verificaram sdo uma amostra
de elementos dessa categoria. Esta identificag¢8o subjectiva
de todas as guerras umas com as outras acarrecta consigo
alguns problemas de validade, que numa situagdo como esta sdo
facilmente compreendidos. Note-se porém que, ao considerar
4 priori idénticos os langamentos de um dado, problemas

semelhantes podem emergir.

A prépria limitagdo do universo dos acontecimentos, &
caracterizada por uma componente subjectiva, que apenas
poderd encontrar alguma "objectividade" via convengdo, pré-
definicdo. Um universo é sempre um subconjunto de uma
realidade mais vasta porque definida a um nivel de abstracgdo
superior. O '"problema probabilistico" tende, per si, a
definir o universo que lhe estd associado. O julgamento &
realizado sobre resultados (que definem o espago de
acontecimentos possiveis) ndo conhecidos de uma "experiéncia”
(que pode ser uma mera actividade mental sem recorréncia
fisica ou ndo), pelo que a primazia aos acontecimentos
inseridos, como que, na mesma "dimensdo". Ao questionar-mo-
nos sobre a probabilidade de "o leitor enlouquecer" ndo
definimos como acontecimento o leitor ganhar a lotaria ou
escorregar em alguma casca de banana. Ndo que eles ndo possam
fazer parte do meu universo, até que podem, se eu assim o
definir. Eles ndo sdo, no entanto, elicitados pela
"experiéncia" que estd a ser levada a cabo "a de ler estas
pdginas". Mais facilmente se integrard no universo gualquer
acontecimento associado a esta experiéncia, como por exemplo

de "total aborrecimento".
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A especificidade com que é definido um Universo de
acontecimentos (fineza da particgdo), pode também ela ser
variada (estando relacionada com a -definigdo do problema
probabilistico e natureza dos acontecimentos que se lhe
agssociam). Quaisquer dois acontecimentos concretos/especificos
podem ser considerados equivalentes/sindénimos num nivel de
categorizacdo abstracto e dispares de gquando elementos de
diferentes categorias, a um nivel de abstracgdo inferior (se
o "problema probabilistico" assim o exige). Pelo que, esses
dois acontecimentos podem ou ndo reportar-se a um unico
acontecimento. Um "aluno bom" e um "aluno médio" podem ser
considerados equivalentes se apenas nos interessar saber a
probabilidade do "aluno passar". Relativamente a
possibilidade de enlouquecer com a leitura deste trabalho o
nivel mais global de definigdo do nosso universo serd o que
incorpora pelo menos "dois" acontecimentos: o de
"enlouquecer" e a sua negag¢do, "ndo enlouquecer", isto &, os

acontecimentos que completam a dimensdo em causa.

B) A nogdo de acontecimento no campo da probabilidade
gubjectiva

Um modelo ou uma teoria de probabilidade incorpora,
define, uma nocdo de acontecimento, de forma a reduzir a
ambiguidade gque (como vimos) lhe estd associada. Os
diferentes modelos e teorias de probabilidade subjectiva ndo
s30 consensuais na nocio que perfilham de acontecimento. Ndo

sé a sua "definicdo" nio é consensual como ndo existe acordo

® No entanto a ndo necessidade de uma partigdo do Universo a um

outro nivel de especificidade, & apenas aparentemente, visto que na
procura de mensuragdo do grau de credibilidade associado a cada um dos
dois acontecimentos, um outro tipo de partigdo do Universo teria de ser

postulado (ver segunda parte deste trabalho).
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na escolha do modelo matemidtico onde se define o seu andlogo.
Além disso os modelos diferem no grau em que abarcam a
realidade passivel de ser definida como acontecimento, i.e.,

diferem no conteido empirico gue lhes estd associado.

A definicdo de acontecimento por alguns autores dé-nos

uma breve panoradmica da problemitica’:

Keneys (1921) adverte que a nogdo de probabilidade deve
ser associada a um julgamento, a uma proposigdo, em vez de a
factos ou "acontecimentos". Estabelece assim a opgdo de

acontecimento-proposigédo.

De Finetti (1937) tem uma op¢do idéntica ao defender que
probabilidades sdo atribuidas a proposigdes com a propriedade
de serem um acontecimento em qualquer classe de proposigdes
semelhantes: "an event is a proposition, a sentence, we do
not know at the moment if it is true or false"[pag.307]1. Para
além disso, De Finetti afirma que uma classe de proposigdes
nio & uma entidade estética pré-definida podendo, por tal,
ser extendida a qualquer outra proposigdo, independentemente
da sua natureza. Deste modo, De Finetti, defende a nao
existéncia de proposi¢des atdmicas (que limitam de algum modo
a estrutura elementar do universo) e liberta o universo de

uma natureza categorial®.

° Faria (1991) aponta a ambiguidade com que muitas vezes o prdoprio
termo "acontecimento' & utilizado, como uma das fontes da confusdo
conceptual que circunda o conceito. Os trabalhos de Keneys ilustram bem
essa ambiguidade por utilizarem acontecimento como sinénimo de "facto",
como podemos ler em Borel (1924, em nota de p.16 de Faria, 1991))"(...)
there are cases where it is legitimate to speak of the probability of an
event: these are the cases where one refers to the probability which is
common to the judgments of all the best informed persons, that is to say,
the persons possessing all the information that is humanly possible to
possess at the time of the judgments."

19 731 como Faria (1991) adverte, desta forma De Finetti parece

perder o controlo do que & ou ndo & acontecimento.
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Koopman (1940), por sua vez, embora defina como
gubstracto da sua estrutura tedrica um categoria de
proposicgdes relaciona-a directamente com uma realidade
empirica: "experimental propositions" (..) "statements of the
outcome of a particular physical or biological event as may
in principal be verified by the performance of a single
crucial experiment" ([Koopman, 1940 p.162 ].

Savage (1972) define "acontecimento " relacionando-o com

a nocdo de "Natureza" (World) e "estados da natureza"
(states) integradas na perspectiva de uma teoria de
utilidade: "An event is a set of states". "The world is the

object about which the person is concerned", and "its states
are descritptions of the world leaving no relevant aspect
underscribed" I[pag.2]l. A 1nogao acontecimento-conjunto &
totalmente perfilhada por este autor gque a referencia ao

modelo matemdtico de uma dlgebra de Boole.

Ao modelo matemdtico de probabilidade representado pela
axiomitica de Kolgomorov subjaz igualmente a nogdo de
acontecimento-conjunto. Kolgomorov pré-especifica o conjunto
de acontecimentos elementares, constituintes ou pontos, e
define o espago de probabilidade & custa de acontecimentos
gque se definem via operagdo de conjuntos sSob esses

constituintes ou pontos.

Partindo da posigdo de De Finetti, (i.e.,partindo da
nocio de acontecimento-proposigdo), Corielli (1990) argumenta
que ao submeter o seu sistema de credibilidade a principios
de coeréncia (ver prdéximo capitulo) existe uma necessidade de

conceber acontecimento como um conjunto de constituintes.

One cculd see only a pharisaic distinction between the point
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of view of Kolgomorov and that of De Finetti: the first starts with
the points, the second asserts to start with propositions but, to
evaluate the gain has to come back to the points.[ p.5, Corielli,
19901 .

Na realidade como Corielli (1990) e Faria (1991)
referem, a questdo da dicotomia acontecimento-proposigdo
acontecimento-conjunto parece ser uma falsa questdo. Ja Brunk
(em Corielli,1990) referia:

The objects of Kolgomorov theory are propositions too, the
set representation is only an analytical tool for the manipulation
of these entities [Corielli,1990].

E Grize (1967) ao definir a 1b6gica das classes e
proposicdes deixa bem claro que ambas definem uma dlgebra de
Boole, se ‘"definirmos U como o conjunto das proposig¢des,
sendo os operadores respectivamente a dijungao, a conjung¢do
e a negacdo e se a relagdo ’'=’ for interpretada como a

equivaléncia tautoldgica" [pag. 230, Grize, 1967].

Uma andlise mais cuidada das implicagdes matematicas da
distincdo acontecimento-proposigdo e acontecimento-conjunto
demonstra (Corielli, 1990, Faria, 1991), a existéncia de uma
ponte que as une: o teorema de Stone''. Este teorema
estabelece a possibilidade de associar a qualquer algebra
Booleana abstracta (acontecimento-proposigdo) uma &lgebra
Booleana concreta, onde se definem acontecimentos como
conjuntos. Trata-se, assim, de um teorema de extrema
importdncia para todos os autores que véem acontecimentos

materializados em proposigdes.

Uma vez ultrapassada a falsa questdo de dicotomia

1l peorema de Stonme: Se S & uma &lgebra abstracta ent8o existe uma
dlgebra de conjuntos S* de subconjuntos de um espago X (o espago de Stone
de S) que estd numa correspondéncia bijectiva com S.
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acontecimento-proposigdo vs. acontecimento-conjunto fica
ainda em aberto a questdo colocada por De Finetti da prépria
estrutura Booleana ser um fardo pesado de transportar (Faria,
1991): ndo s6 pressupSe uma 1limitagdo da estrutura do
universo como também engloba em si acontecimentos que ndo
acarrectam significado para o sujeito. O fardo e
artificialidade da situac¢do ainda seria maior para o dominio

infinito onde se subescrevesse a recorréncia a um dlgebra-o.

Ao arrepio de De Finetti, quer a nogdo de acontecimento
seja a de conjuntos ou de proposig¢des, tomaremos (ac longo
deste trabalho) como ambiente a estrutura de uma dlgebra de
Boole, visto ser a posicdo majorante do campo das
probabilidades. Tal opgdo justifica-se quer pela consideragdo
da estrutura de uma dlgebra como uma analogia perfeita com a
realidade sob a qual se consubstancia a nogao de
probabilidade, quer por se considerar que fornece uma
analogia produtiva no sentido de ser um campo de resultados
favordveis a prova'’.

Podemos considerar minimalista a posigdo assumida pelos
autores que constroem os seus modelos sob a estrutura de uma
dlgebra evitando a posigdo mais pesada (apesar de fornecer um
campo mais favordvel d& demostragdo de certos resultados) de
lhe conferir uma estrutura de &lgebra-o. Assumindo uma
postura de certo modo comodista (e por tal limitativa) temos
ainda que, alguns autores (por exemplo Savage) identificam a
estrutura de uma dlgebra com a classe 2' , formada por todos
os subconjuntos ou partes de U, (posigdo comum para O caso
finito) (Faria & Garcia-Marques, 1993). Note-se que as

demonstracdes feitas para uma dlgebra sdo igualmente vidlidas

2 Esta posicdo ndo se adequa ao radicalismo demonstrado por De
Finetti. Sendo a posigdoc que recolhe a quasi-unanimidade dos
subjectivistas, verificamos inclusivelmente gque os trabalhos de De
Finetti, por via do Teorema de Stone, tém sido enquadrados no ambiente
de uma dlgebra pelos seus seguidores ou leitores.
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para uma A&algebra-¢ ndo sendo as reciprocas verdadeiras.
"Nomeadamente sdo vdlidas para uma dlgebra-o¢ as demonstragdes
feitas para 2' sempre que as operagbes entre conjuntos se
circunscrevam ao caso finito ou numerdvel. A mesma estrutura
de raciocinio ndo funciona ao passar de uma dlgebra-o¢ para
uma dlgebra de Boole, uam vez que mesmo para certo resultados
de cardcter finito, é por vezes necessdria a utilizagdo de

operacSes de cardcter ndo finito" [p. 47, Faria, 1991]

Os diferentes modelos de probabilidade subjectiva, ao
assumirem estas diferentes posturas, distinguem-se pelo modo
como modelam o espago de acontecimentos. Como veremos na
segunda parte deste trabalho, distinguem-se igualmente pelo
modo como definem o espaco de acontecimentos probabilizaveis;
nomeadamente se definem a existéncia de uma medida de

probabilidade relativamente a um espago finito e/ou infinito.
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III) PROPRIEDADES NORMATIVAS E DESCRITIVA DO CONCEITO DE
PROBABILIDADE SUBJECTIVA

Uma teoria de probabilidade subjectiva ndo & uma teoria
subjectiva de probabilidade, nem um teoria de como o sujeito
atribui probabilidades a acontecimentos. Apds se distinguir
estas diferentes situacdes, procurar-se-d, neste capitulo,
apresentar as caracteristicas de um modelo normativo de
probabilidade e referir em que aspectos o comportamento do

ser humano se revelou dispar.
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1) 0S CONCEITOS DE DESCRIGAO E NORMA

Bell, Raiffa e Tversky (1988), classificam as abordagens
4 nocdo de probabilidade subjectiva e & teoria da decisdo em

tr8s categorias de andlise: descritiva, normativa e
prescritiva.
Uma andlise descritiva & aquela gque visa a mera

descricio do modo como os sujeitos tém acesso aos graus de
credibilidade que atribuem a um conjunto de acontecimentos.
Procura-se, assim, explicitar as regras ou rotinas

processuais, subjacentes a esse comportamento do sujeito.

A andlise normativa pretende ser a descrigdo do
comportamento ideal, racional, superinteligente, pelo que
aquele a que todo o ser humano deveria aspirar, no processo
de atribuic3o de graus de credibilidade a acontecimentos. Os
pontos fundamentais desta descrigdo s8o a coeréncia e
racionalidade pelo que assume a forma de "se o sujeito pensa
isto e agquilo entdo ele deve fazer isto e aquilo". Este
ndeve" & explicitado pelas condigdes previamente definidas de
coeréncia, que estabelecem as propriedades subjacentes a um
sistema de credibilidade racional. As condi¢Bes ou principios
basicos (que numa abordagem axiomidtica identificam axiomas),
desse julgamento probabilistico, emergem, assim, daquilo que
o investigador pensa ser légico, racional e inteligente. A
construcdo destes sistemas axiomdticos rege-se, igualmente,

pela procura de condig¢les favordveis d sua mensuragdo.

Para além do fazer emergir modelos de comportamento
ideal, dentro de uma perspectiva normativa, também se

desenvolvem variacdes sobre o tema com base em exercicios
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intelectuais do tipo : o que aconteceria se se abandonasse
este axioma? A recompensa deste tipo de exercicio reside no
encontrar implicagBes matemdticas mais profundas, mais
estéticas ou mesmo no encontrar uma maior concorddncia entre
o sistema matematico abstrato e alguns aspectos do
comportamento que Se pensa caracterizarem o funcionamento do
ser humano (Bell, Raiffa e Tversky 1988). Existe, assim, no
emergir de modelos de probabilidade subjectiva, uma
preocupagdo com a interacgdo entre o mundo real
(percepcionado) , o mundo imaginado (representado mentalmente)

e o sistema matemitico abstracto (representagdo matemdtica) .

0 sistema abstracto que pretende descrever ou prever O
comportamento serd, entdo, descritivo e aquele que pretende
definir o ser racional serd normativo. Os estudos
desenvolvidos em ambas as abordagens salientam disparidades
entre o que o sujeito faz e o que deve fazer. Se, atendendo
ao modo como o sujeito realmente se comporta, se pretende
descrever um conjunto de rotinas de processamento de
informacdo, que aproxime esse comportamento do comportamento

racional, realiza-se uma anidlise prescritiva.

Os modelos descritivos sdo avaliados pela sua validade
empirica. Os normativos pela sua adequagdo tebrica. Os
modelos prescritivos sdo avaliados pelo seu valor pragmdtico.
Pelo que, nem faz sentido criticar os modelos normativos por
referéncia a caracteristicas do comportamento do sujeito; nem
faz sentido presumir os postulados tebricos de existéncia de
um sistema de credibilidade coerente como implicitos nesse

comportamento .

Embora possa ter havido alguma confusé&o relativamente ao
desenvolvimento do conceito de probabilidade subjectiva como

integrado numa teoria descritiva ou normativa, para a maioria
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dos autores era clara a segunda posicdo” :

(...) probability theory is not an attempt to describe actual
behavior;-.its subject is coherent behavior, and the fact that
people are only more or less coherent is inessential [p.111, De
Finetti 1937].

(...) it may be object that (...) one and the same individual could
asgent to it and at other times and in different mood reject
it.(...) it may be object that the probability of a proposition a
depends on a body of knowledge going far beyond the fact that h is
true: (...) even matters of subconscious moods, associations,
artistic taste, and like.

We believe that these objections are answered at one stroke
by adhering to the following convention, or rather, clarification
of the use and laws of ordering propositions. A given individual
at a given moment may be regard as assenting to a certain set of
propositions; ignoring what he may hold at any other moment or what
others may believe (...) [p. 163, Koopman, 1940.1

Probability is not, however, merely psychological, and the
subjectivistic theory of probability is not a empirical
psychological theory os degrees os belief.(...) What has been
tested (in psychological experiments) is not the theory but the
people: the object is not to find out if the theory accurately
describes the behavior of people, but to find out whether people
are rational according to the prescriptions of the theory. (...)
There remains the question of the way in which the normative theory
(subjective) is to be performe. [p.6-7 Kyburg & Smokler, 1964] .

The preference theory could be studied as an axiom system
without interpretation; but to mathematicians it is of only modest
interest. It can be interpret as a theory about how people,
corporations, or other organisms, actually behave; but as
psychology, it has very limit validity and use. The interpretation
for which it was developed is normative one by which a person can
police his own potential decisions for incoherency. [p.307, Savage
(1967)1.

(...) these criteria do not purport to describe actual behavioral
attitudes so much as they characterize the partial beliefs of a
rational, idealized individual. [p. 335, Fishburn,1986].

3 T3l posigdo ndo passa, no entanto, sem critica: In what sense is
this theory normative? (...) I think there are only descriptive models
of reasonable behaviour. If any were normative,I do not see how they
could be approximately valid. But I believe there are not any. There are
models of reasonable behaviour, and all models only approximate the
rruth. For all its defects, personalism is a good proxy. [p.324,
Hacking, 1967}
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Numa andlise que se pretende normativa e ndo meramente descritiva
(...) [p.18, Faria, 1991]

0 facto de se procurar encontrar uma maior concordancia
entre o sistema matemdtico abstracto e alguns aspectos do
comportamento humano ndo converte o o modelo normativo em
modelo descritivo. Procura-se estudar até que ponto &
possivel estabelecer um sistema coerente e racional com a
violacdo de alguma caracteristica considerada até entdo como
fundamental, e cujo valor empirico foi de alguma forma posto
em causa. Ora, valorizar um modelo por um principio empirico
nio significa ser empirico o critério de validade do modelo.
O modelo continua a ser avaliado essencialmente pela sua
adequagdo tebrica. Pelo qgue uma abordagem
matemidtica/normativa, complexificada por procurar uma
aproximacdo com a realidade vivida, & passivel de estar " a
anos de 1luz" das rotinas de comportamento do dia a dia, (a
nio ser que este comportamento seja o comportamento de um
sujeito puramente racional - mas aqui lembramos oS estudos,
do campo da psicologia, que invalidam a universalidade desta

hipbtese) .
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2) A PERSPECTIVA NORMATIVA: O CONCEITO DE PROBABILIDADE
SUBJECTIVA

A leitura subjectivista da probabilidade, ndo &, ela
prépria, homogénea relativamente ao modo como interpreta o
conceito de probabilidade. Savage (1972) distingue uma visdo
necessiria e uma visdo personalista e Barnett (1982) designa-

as de interpretacdo légica e de interpretagdo personalista.

A interpretacdo légica, desenvolvida pelos trabalhos de
Keynes (1921) e Jeffreys (1939) e inspirando Koopman (1940),
define probabilidade como um tipo especial de relagdo: uma
relagdo ldgica entre um conjunto de proposig¢des (que traduzem
o conhecimento do sujeito) e uma proposigdo do qual se
desconhece a veracidade ou falsidade (uma hipdtese). Pelo
que, probabilidade mede o grau de implicagdo ou corroboragdo
(l1égica-racional) da hipétese pela evidéncia. Dado um
conjunto de conhecimentos (informagdo gque representa a
evidéncia), sb existe um grau de probabilidade que representa
a afirmacdo. Uma afirmag8o probabilistica & verdadeira ou
falsa condicionalmente ao conhecimento sob o qual foi

formulada, independentemente do sujeito (impessoal).

A interpretagdo personalista é a posigdo subjectivista
por exceléncia. Reporta probabilidade ao grau de
credibilidade (intensidade de convicgdo) que o sujeito, na
posse de evidéncia atribui a uma dada afirmacdo, ndo fazendo

14

referéncia &8s regras que subjazem a sua génese (i.e., ao

" our point of view remains in all cases the same: to show that
there are rather profound psychological reasons which make the exact or
approximate agreement that is observed between the opinions of different
individuals very natural, but there are no reasons, rational, positive,
or metapysical, that can give this fact any meaning beyond that of simple
agreement of subjective opinions [p.152, De Finetti, 1937].
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modo como o sujeito tem acesso ao que & para si mais ou menos
credivel) . Nio estipulando, nem exigindo uma relagdo racional
(Légica) entre conhecimento e credibilidade (que ndo deve ser
confundido com uma relagdo 1lbgica entre os diferentes graus
de credibilidade), temos que a génese do juizo probabilistico
pode ‘ter outras regras que nfio as da lbégica formal. N&o
existindo uniformidade de processos para exprimir um juizo
probabilistico também ndo existe uniformidade dos seus
outputs®.

Pode-se considerar de certo modo extremista esta
definicdo da posig8o personalista, nomeadamente no que diz
respeito ao facto dos seus defensores n&o exigirem que a
génese do juizo de credibilidade seja governada por regras
pré-definidas, racionais. Tenha-se em consideragdo o
contexto dos jogos, por exemplo, o do langamento de um dado.
O facto de nio se considerar admissivel outro juizo que ndo
o que assente sobre a distribuigdo uniforme, pode ser visto
como o exigir de uma 18gica subjacente & sua génese. No
entanto, relativamente ao mesmo contexto De Finetti (1937)
afirma: The cases of games of chance leads only to the
observation of how the character of symmetry presented by the
various "possible cases" can force us to judge them equally
possible, but not to impose such evaluation of probability
logically I[p.152].

O conceito de probabilidade subjectiva, e a teoria que
o incorpora, encontra as suas raizes nos trabalhos de Frank
Ramsey publicados em 1926 e 1931 e nos trabalhos de 1931 e
1937 de Bruno de Finetti (Kyburg & Smokler 1964). Neles sé&o

Bgobre um certo ponto de vista personalistic views lie not between,
but beside, necessary and objectivistic views; for both necessary an
objectivistic views may, in contrast to personalistic views, be called
objective in that they do not concern individual judgements [p.60,
Savage, 1972].
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apresentadas formalizagdes da nogdo da natureza de um estado
de incerteza como um estado subjectivo, que se relaciona
directamente com os pensamentos, opinides, julgamentos e
experiéncias do individuo. Tal visdo apenas comega a ganhar
popularidade com os trabalhos desenvolvidos por Savage
(1954), atingindo a maioridade com a publicagdo da Teoria da
Probabilidade (1975) de De Finetti.

Uma teoria (normativa) de probabilidade subjectiva
investiga as regras sob as quais o total de credibilidade
associado a uma proposicdo, afirmagdo ou acontecimento, varia
consoante o total de credibilidade atribuido a uma outra
proposicdo, afirmagdo ou acontecimento com que esta
associada. Pelo que uma teoria de probabilidade subjectiva
estabelece quais as combinagdes de graus de credibilidade, em
proposigdes ou acontecimentos inter-relacionados, gque s&o
admissiveis. A exigéncia de uma 1l8gica subjacente a
atribuicdo de graus de credibilidade, & formalizada por
propriedades que definem um Principio de Coeréncia
(introduzido por Ramsey, 1926 ): um sujeito deve ser
coerente no sentido em que nio deve ter um sistema de dgraus
de credibilidade susceptiveis de apresentar qualquer
contradicdo. Assim o sistema de credibilidade do sujeito
deve incorporar certas propriedades, pré-definidas como
condicdes de coeréncia. Um modelo axiomatico que formalize
estas propriedades ou condigdes, define o proprio conceito ou
modelo normativo de probabilidade subjectivista.

Espera-se, igualmente, do sujeito um comportamento tal

que, se este tem razdes para concluir a proposigdo A entdo,

6 pamsey (1926) introduz a nogdo de consisténcia para definir a

exigencia de nd3o contradigdo entre graus de credibilidade : (...)the laws
of probability are laws of consistency (...) they merely distinguish
those set of beliefs which obey them as consistent ones. [p.81, Ramsey
1926] . No entanto visto gue ao termo "consisténcia" se associa um
significado matemdtico preciso, De Finetti (1937) sugere a utilizagdo do
termo "coeréncia".
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deve atribuir-lhe maior credibilidade. Se as razfes sugerem
a concretizacdo de A entdo, a A deve ser atribuida uma menor
credibilidade. Tal, em dltima instéancia, traduz uma
aproximacdo & interpretagdo 1légica de probabilidade: a
procura de conformidade entre o sistema de credibilidade
“comunicado (a estrutura relacional empirica a que o
subjectivismo reporta a nogdo de probabilidade) e a
realidade vivenciada pelo sujeito (o estado de conhecimento
do sujeito).

A Natureza Condicional do Conceito de Probabilidade

Atentamente analisados os modelos de probabilidade
subjectiva (sob uma interpretacgdo l6gica ou ndo) deixam
transparecer a natureza condicional atribuida a este
conceito. O grau de credibilidade que o sujeito associa a um
acontecimento (A) é condicional ao seu estado de informagdo
(B, ) no momento t. Desta forma P(A) tem implicito P(A|B, ).
Se o estado de informacdo do sujeito sofre alguma alteragdo
P(A) passa a representar P(A|B,) em vez de P(AlIB). A
consideracdo de t como discreto advém do facto de ser
imperceptivel para o sujeito mudancas infimas do seu estado
de incerteza. A informagdo é irrelevante! caso
P(A|B,,)=P(A|B). Os pressupostos de coeréncia, regra geral,
definem-se relativamente a um estado de informagdo. Um
sistema de credibilidades de um sujeito & coerente
relativamente a um dado tempo(t), o que define um dado estado

17 pe Finetti (1937) chama atengdo para o cardcter subjectivo

associado a esta '"irrelevdncia':

There 1is a particular case, that of independence, for which the
influence of past observations is rigorously zero. (...) The subjective
evaluation plays an essential role: the condition of exchangeability
itself has, from the begining, only a subjective value. [p.153]
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informacional (i.e, t+l1 define uma mudanga - que pode ser
nula- em termos de estado de incerteza do sujeito). A andlise
de coeréncia & como que, uma andlise fotogrdfica se opde ao
processo dindmico sobre o qual as credibilidades que um
sujeito sujeito associa a um dado acontecimento se

actualizam, se ajustam ao seu estado de informagdo.

A necessidade de formalizar a condicionalidade da nogdo
de probabilidade, embora né&o exclusiva, é manifesta nos
promotores da interpretagdo ldgica de probabilidade. Keynes
(1921) desenvolve a primeira formalizagdo da mnogdo de
probabilidade condicional e Koopman (1940 a e b) deixando bem
claro que esta relagdo ndo é necessariamente completa, define
as condicBes em que a relagdo qualitativa da forma A|B = C|D
pode ser representada por uma medida de probabilidade

condicional.

Na II Parte deste trabalho serdo examinadas as regras
que regem a construgdo de modelos axiomidticos e seguidamente,
o processo de construgdo axiomdtico de diferentes modelos de
probabilidade subjectiva ndo condicional, com vista a se
proceder a um estudo comparativo. Este estudo tem por base

uma interpretacio personalista de probabilidade (subjectiva) .

A finalizar a I Parte deste trabalho atender-se-a, uma
vez mais, ao aspecto descritivo, i.e., analisar-se-a ndo o
conceito de probabilidade subjectiva mas sim o conceito

subjectivo de probabilidade.
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3) A PERSPECTIVA DESCRITIVA: O CONCEITO SUBJECTIVO DE
PROBABILIDADE

No campo psicoldégico define-se probabilidade subjectiva
como uma estimativa da probabilidade associada a um
acontecimento, realizada por um individuo isolado, pelo que
se trata de uma concretizag¢do do conceito subjectivo de
probabilidade. Regra geral trata-se de um estimagdo numérica
relativa ao intervalo [0,1]. Na procura de definigdo de um
modelo descritivo do comportamento do individuo, pretende-se
descriminar as propriedades destas estimativas, isto §,

descrever as regras subjacentes ao processo de estimagdo.

Nio cabe no &mbito deste trabalho a apresentagdo de
teorias psicolégicas que procuram justificar e explicar o
comportamento de estimagdo de probabilidade do sujeito.
Interessa, neste contexto especifico, examinar os pontos em
que as estimativas realizadas livremente pelo sujeito, em
certas circunstincias, ndo respeitam as regras de coeréncia,
as propriedades definidas como basicas (pelas abordagens
normativas) ao conceito de probabilidade. Isto ndo sé por
serem pontos onde a procura de "racionalidade" (no sentido de
coeréncia) terd de ser conscientemente procurada e
cuidadosamente vigiada (regendo a construgdo de modelos
prescritivos), como se trata de pontos que definem axiomas a
serem redefinidos experimentalmente em abordagens normativas 18

de forma a permitir uma maior concorddncia entre as teorias

B Nas paginas 339 e 340 de Fishburn (1986) podem-se ler referéncias
is primeiras tentativas neste sentido. Nelas se destacam os trabalhos de
Luce (1956) relativamente a estruturas que definem semi-ordens, e de
Fishburn (1970, 1985) em estruturas gque definem ordens intervalares.
Designaremos este tipo de abordagem de abordagens ndo-standard.
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matemidticas e o comportamento humano (se possivel®) .

O trabalho de identificacdo de violagdes dos cénones de
coeréncia teve origem nos trabalhos de Ellsberg em 1961 e
1964 (Fishburn, 1986, Bell et al, 1991) e foi replicado e
explicitado em diferentes investigag¢8es. Destas destacamos os
trabalhos realizados por Amos Tversky ( ex: Tversky &
Kahneman 1981; Kahneman & Tversky 1973, 1979).

Visto a apresentacdo das propriedades intrinsicas as
estimativas realizadas pelos sujeitos ir ser feita vazia de
contefido tedrico, elas serdo contextualizadas relativamente
a alguns settings experimentais. Assim vejamos alguns

exemplos classicos:

Linda tem 31 anos, & solteira,reservada e inteligente. Ela &
formada em filosofia. Enquanto estudante preocupava-se com questdes de
justica social e descriminagdo e participou em manisfestagSes anti-
nucleares. Ordene os seguintes acontecimentos em termos da sua

- P

credibilidade: (a) Linda & caixa de um banco; (b) Linda & caixa de um

banco e uma feminista activa.

Violando o principio de monotocidade e aditividade (ver
Tabela I) os sujeitos ordenam, com maior frequéncia, (b) como
superior a (a). Diferentes replicagles destes resultados
foram efectuadas relativamente a uma grande diversidade de
conteidos. Na sua globalidade elas sugerem a existéncia de
uma constante sobre-credibilidade associada a acontecimentos

conjuntivos e uma sub-credibilidade associada a disjungdo de

19 pecause framing effects and the associated failure of invariance
(ver texto para definigdo destes efeitos) are ubiquous, no adequate
descriptive theory can ignore this phenomena. On the other hand, because
invariance is normatively indispensable, no adequate prescriptive theory
should permit its violation. Consequently, the dream of constructing a
theory that is acceptable both descriptively and normatively appears
unrealizable [p.172 Tversky & Kahneman, 1991)
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acontecimentos (ver por exemplo Bar-Hillel, 1973; Tversky and
Kahneman, 1974, 1979). A natureza do contetGdo dos problemas
é igualmente responsdvel por uma propor¢do significativa da
variabilidade encontrada.

Os trabalhos de Ellesberg (1961; ver Fishburn, 1986)
fornecem-nos diversificados exemplos de claras violag¢des do
principio de complementaridade, onde o grau de credibilidade
associada a (A U A) ndo atinge a certeza, representada pela
unidade.

Um grande nGmero de investigag¢des (ex: Edwards, 1968;
Peterson & Beach, 1967; Slovic & Lichtenstein, 1971) wvisou
estudar a forma como o sujeito intuitivamente revé as suas
crengas comparativamente ao modelo normativo que visa a
recorréncia 3 "Regra de Bayes". As conclusdes apontam uma
atitude conservadora dos sujeitos, i.e, as suas crengas
sofrem uma alteracdo bem menor do que aquela que resultaria
do uso da regra de Bayes. As implicagbes deste tipo de
estudo relativamente 3 nog¢do de probabilidade advém da "falta
de légica" que define a relagdo entre uma proposigdo e o
conjunto de proposi¢des que define o nosso estado de
conhecimento (Keynes, 1921; Koopman, 1940). A utilizagdo
intuitiva da regra de Bayes ndo & pressuposto de coeréncia
para uma visdo personalista de probabilidade, no entanto esta
implicito que se o sujeito adquire informagdo relevante deve
rever o seu sistema de credibilidades (note-se que a
informacdo quando avaliada pelos sujeitos experimentais era
considerada relevante, apenas acontecia ndo ser utilizada no
processo de actualizagdo das suas crengas). O sistema de
credibilidade de um sujeitc & acentuadamente sensivel a
diversas caracteristicas da informacgdo (ver Bell et al, 1991)

que recebe:
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- independéncia (sujeitos ddo maior peso a informagdo
consistente, correlacionada, do que a fontes independentes de
informagdo) ;

- acessibilidade na memdéria (certa informagdo tem maior
probabilidade de ser recuperada da memdria do que outra, pelo
que, tem maior probabilidade de servir de base ao juizo
probabilistico do sujeito. A ordem com que essa informagdo &
extraida também afecta o juizo probabilistico realizado) ;

- relevincia (verifica-se uma tendéncia para informagdo, pré-
definida pelos sujeitos como irrelevante, afectar o seu
julgamento) ;

- outras: capacidade imagética do acontecimento, concordincia
com expectativas, formulagdo da proposig¢do ou forma de
apresentagdo do acontecimento (violando um principio de

invaridncia) etc, afectam os juizos probabilisticos.

Tversky (1969) com base nos trabalhos de May, 1954,
verifica intransitividade no juizo de preferéncias que a
maioria de sujeito experimentais associam a acontecimentos
multi-dimensionais ndo estruturados por propriedades
normativas. Um exemplo, reduzido & situag¢do bi-dimensional,
consiste na definico de uma situagdo onde tré&s individuos
concorrem a um mesmo emprego. A informagdo sob a qual podemos
fundamentar a escolha de um candidato, & o seu QI
(coeficiente de inteligéncia) e sua experiéncia passada
(nimero de anos de experiéncia). Imaginemos que atribuimos
maior credibilidade & <contratagdo do sujeito mais
inteligente. No entanto, se os sujeitos ndo diferirem
grandemente em inteligéncia, atenderemos ao seus anos de
experiéncia para estabelecer a probabilidade de contratagdo.
Tomemos a diferenca negligenciada como a de 10 valores de
QI. Tendo:

A: QI= 100 EXp
B: QI= 110 Exp
C: QI= 120 Exp

[}
\S]



PROBABILIDADE SUBJECTIVA 37

definiriamos a relagdo de preferéncia associada & contratagdo
dos candidatos por: A > B, B > C, e C > A, o que sem divida
alguma viola o pressuposto de transitividade. Este tipo de
violacdo do principio da transitividade & patente em muitos
juizos envolvam acontecimentos ndo uni-dimensionais, no
entanto, nunca foi directamente associada ao juizo de
credibilidade ou juizo probabilistico.

Como o demonstra os resultados até agora apresentados,
& grande a discrepincia entre os modelos descritivos e os
normativos. Tal suscita, por vezes, criticas relativas ao
contelido empirico dos modelos normativos. No entanto, &
forte o impacto de argumentos como, por exemplo, o0s

apresentados por Smith:

It is rather like arguing against the continued use of logica
or arithmetic on the grounds that individuals can be shown to
perform badly at deduction or long division in suitable experiments
[Smith, 1984 In Berger, 1986 ,p.351].
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A ABORDAGEM AXIOMATICA A RELACAO DE
PROBABILIDADE QUALITATIVA/COMPARATIVA

38
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I) FUNDAMENTOS DE UM MODELO AXIOMATICO DE PROBABILIDADE

A) Definigdo de “"estruturas de probabilidade™ e de '"'medida de
probabilidade"

Falar numa teoria de medida de probabilidade® &
reportar-nos directamente a uma aplicagdo da perspectiva ou
abordagem da teoria de medida ao campo das probabilidades.

Pelo que se trata, de uma teoria de probabilidade que emerge:

a) da definicdo da estrutura relacional "empirica"
(uma estrutura que formaliza a caracteristica essencial do conceito
de probabilidade que é a de ser um conceito relacional),
caracterizada pela relagdo bindria do tipo "é mais
provavel do que" (») ou "é pelo menos tdo provavel como"
(=), entre elementos de um conjunto de proposigdes ou
acontecimentos, finito ou infinito;

b) da definigdo do método empirico? preconizado
para definir essa relagdo bindria (crencas do sujeito,
frequéncias etc..);

0 utilizagdo de um enquadramento pela teoria de medida nem sempre
& bem aceite, veja-se por exemplo a posigdo de De Finetti (1975).

! 7al como vimos no primeiroc capitulo: "o debate do significado do

conceito de probabilidade encontra-se no método empirico aceitdvel para
determinar a relacdo ®. [Krantz et al. (1971)]
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c) da construgdo de um sistema formal numérico
passivel de representar o sistema relacional empirico

2y, i.e., do enunciar e

(qualitativo/ comparativo
demonstrar um teorema de representagdo que defenda a
existéncia de uma estrutura relacional numérica

homomdérfica® & estrutura gualitativa; e

d) da definigdo do grau de liberdade associado a
a essa representacgdo, i.e., do enunciar um teorema de
unicidade que estabelega a distintividade dessa

estrutura numérica (escala).

Nio foi, no entanto, esta a abordagem que governou o
emergir de uma teoria de probabilidade subjectiva com base em
modelos estruturais axiomaticamente construidos. O sistema
formal numérico que delimita a nogdo de probabilidade, nao
foi construido de forma a representar o sistema relacional
empirico qualitativo, comparativo, sendo o seu estatuto de
conceito derivado, associado a uma abordagem frequencista
(Maistrov, 1974).

0 desenvolvimento de um modelo estrutural numé&rico de
probabilidade "consensualmente" aceite, levou a dgue a
abordagem tenha vindo a divergir diametralmente da integrada

por um modelo da teoria de medida. Procuram-se sistemas

2 . . .

2 pmbora na literatura do campo das prcbabilidades se oponham os
autores gue recorrem a uma ou a outra designagéo da estrutura de
relacional empirica, neste trabalho utilizi-las-emos como sindnimoes.

2 grantz et al, 1971 , em nota da pagina 8 referem preferir falar

de homomorfismo em vez de isomorfismo, "f 1s not one to one; in general
f(a) = f(b) does not mean that the rods a and b are identical, but merely
of equal length.”
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relacionais empiricos passiveis de serem representados pela
estrutura relacional numérica que define uma medida de
probabilidade. Trata-se da construgdo de um teorema de
representagdo ao contrario, i.e., um teorema de representacgao
mais sensivel & construcdo de uma relagdo qualitativa a
partir da quantitativa do que vice-versa (Bolker, 1967). No
desenvolvimento de um modelo de probabilidade
qualitativa/comparativa &, de algum modo, tida em conta (mais
ou menos explicitamente) a estrutura de probabilidade

quantitativa.

EFmbora nio isento de critica (ver por exemplo Fine, 1973
e Faria, 1991) o sistema axiomatico proposto por Kolgomorov
& na generalidade aceite como "personificando" o proprio
conceito de probabilidade, pelo que define o gque, neste

trabalho, sera designado de "Medida de Probabilidade".

DEF: MEDIDA DE PROBABILIDADE (ADITIVA) - Estrutura de
Probabilidade Quantitativa:

Sendo:

U > s (conjunto ndo vazio)
£ & uma algebra de U
g: £ B

< U,£,8,2> & uma estrutura relacional numérica
com caracteristicas de espago
de probabilidade sse:

K2): (V)

K1): #(3) = O
=1
K3): B(ANB)=¢ => F(AUB) = F(A) + £(B)
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Assim, a estrutura de PROBABILIDADE QUANTITATIVA
ADITIVA®* pode ser encarada como uma représentagéo no
dominio [0,1] (K1 e K2) finitamente aditiva (K3), que
preserva a ordem pré-definida gqualitativamente (se se

postular compatibilidade).

Dentro deste guadro de acontecimentos verificamos que
os desenvolvimentos relativos & nogdo de uma medida de

probabilidade emergem :

(1) Dos estudos das condigdes (axiomas), sob as quais se m
falar na existéncia de uma medida de probabilidade;
(2) Dos estudos das condigdes sob as quais se pode conceber

uma medida de probabilidade.

No primeiro caso (1) o objectivo & o de definir o

conjunto de axiomas, que:

- garantam a representacgao numérica da estrutura de
probabilidade qualitativa: a sua compatibilidadeﬁ com

a estrutura de probabilidade gquantitativa.

2

4 N3o serd tido em conta o "espago de probabilidade com aditividade
numerdvel" (countably additive probability space), onde & axiomdtica de
Kolmogorov se associa a proposigao:

SeA € £ e (ANA)=gZ : (isd), [L,371,2,3,...]
[- -4

13

L]
entdo: (P( Uy = iE‘F(Ai)

As condigdes de compatibilidade gque apresentadas serdo apenas
estabelecidas relativamente ac espago de probabilidade onde se assume a
mera aditividade, no entanto, como Faria (1991) refere " as condigdes de
compatibilidade que iremos descrever (...) assumindo apenas a aditividade
da medida, podem facilmente ser generalizadas para O Caso da aditividade
numerdvel™, caso se utilizem os resultados de Villegas, 1964 (ver axicma
de Continuidade Monétona).

% o conceito de compatibilidade confunde-se com O de homomorfismo:
Dada uma estrutura empirica <f£,z > e uma estrutura numérica < R,, =z >,
a atribuicdo numérica P & um homomorfismo no sentido em que transforma
£ em R, e xzemz=, de tal modo que = mantém as propriedades de k.
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DEF: Uma medida P em £ diz-se compativel com = se (Fishburn,
1986) :
A =B <=> P(A) = P(B)

- e, permitam estabelecer a unicidade dessa
representagdo (no sentido de que as Ginicas outras
funcdes gque servem de medida de probabilidade sé&o

resultado de transforma¢des admissiveis).

DEF: Uma transformacdo diz-se admissivel se o© sistema
numérico obtido por se substituir P pelos valores
transformados, representarem do mesmo mode o sistema
<u,g,>=> .

DEF: O conjunto de transformagdes admissiveis determina o
grau de unicidade da medida

No segundo caso definem-se: a) teorias de probabilidade
construidas sob teoremas de representagdo incompletos, i.e.,
teoremas que nao pressupdem = um homomorfismo ou

compatibilidade total mas sim uma quasi-compatibilidade”,

DEF: Uma medida P em £ diz-se quasi-compativel com x se
(Fishburn, 1986):
A =B => P(A) = P(B)

2 = s e . ‘g =
% as transformacdes admissiveis numa medida de probabilidade sio

limitadas ao conjunto de transformagdes lineares positivas do tipo:
g[P(A)] = xP(A) + vy , i.e., os seus valores, com excepgao da origem e
unidade de medida ndo sdo arbrtririos.

27 guasi-probabilidade & a tradugdo feita por Faria (1991) a

designagio "almost compatible” de Fishburn 1986. Nac se deve confundir
com a forma incoerente com que este autor define o mesmo termo em 1870.
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e, b) teorias gque estabelecem medidas de probabilidade
limitadas a sub-estruturas do sistema relacional , i.e., cujo
teorema de representacdo & definido em relagdo a uma parte do
todo definido pelo sistema relacional (ver no proximo
subcapitulo o nocdo de compatibilidade criss-cross).

Em qualquer dos casos a) ou b), verificam—-se problemas
com a construcdo de um teorema de unicidade associado as

representacdes alcangadas.

B) O sistema axiomdtico: axiomas necessarios e/ou
suficientes

A formalizacdo da estrutura relacional binaria do tipo
"& mais provavel do que" ou "é pelo menos tdo provavel como",
& feita via a construcdo de uma axiomdtica gue se define por

afirmacgdes:

a) relativas a existéncia de um universo'de elementos
que servem de base e ddo contelido a estrutura relacional (o
seu significado - ver nogdo de acontecimento na I Parte -
sendo exterior ao sistema axiomatico relaciona-se

directamente com o significado do préprio sistema);

b) relativas &s relacdes entre esses elementos, as
propriedades dessas relagdes, as operagdes sobre os elementos

e as propriedades dessas operagdes.

A criacdo de um sistema ou modelo axiomatico pode ter
duas finalidades: a de dar corpo a uma entidade dnica,
primitiva, ou a de representar uma realidade previamente
definida (surgindo o corpo axiomadtico como uma nogao

derivada) .
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-

Quando o objectivo & o da representagao, o conjunto de
axiomas,/ proposig¢des procura ser uma representacdo abstracta
do sistema ou objecto real. Esta abstracgdo & necessdria a
compreensdc e ao desenvolvimento do problema (derivagdo das
suas consequéncias pelo uso da argumentacao légica) que apds
concluido pode ser novamente interpretado em termos das
consequéncias para o objecto real. Pelo que, a axiomatizacgéo
juntamente com os resultados obtidos serve de estimulo ao
desenvolvimento de uma teoria, e diferentes axiomatizagdes
descrevem diferentes redes hipotético dedutivas (i.e.,

modelos tedricos), sobre a realidade em estudo.

Existem, assim, trés pontos fulcrais da abordagem
axiomadtica (ver por exemplo Grize, 1967; Krantz et al., 1971
e Blanché,1978 }:

1) o da criagdo do modelo - estabelecimento de um
certo nidmero de propriedades/axiomas;

2) o da argumentagdo ldgica - a deducdo de todas as
verdades da teoria (teoremas), e

3) o da interpretagdo ou aplicagdo do modelo.

Enquanto o segundo ponto se rege pelas regras
especificas da légica os restantes regem-se pelo simples bom
senso (muitas vezes calibrado pelo sucesso da aplicag¢do do
modelo: verificacdo dos teoremas de representagdo e

unicidade).

Na realidade, se a escolha dos axiomas &, em certos
aspectos, arbritrdria, nem por isso & feita ao acaso: "é
requlada por diversas exigéncias Iinternas mais ou menos
imperiosas" [pag.56, Blanché, 1978]. Assim, como "regras de bom-
senso" temos que o sistema composto pelo conjunto de axiomas
deve ser coerente (ndo deve ser auto-contraditdrio) e de
passivel refutagdo (ser categdrico ou pelo menos decidivel) .

A independéncia e a economia sdo igualmente duas "regras de
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bom-senso": devemos procurar tornar o nimero de axiomas t&o
pequeno guanto possivel e procurar que eles sejam
independentes uns dos outros. O considerar estes principios
como simples regras de bom-senso advém do facto de se
tratarem de preocupag¢des secunddrias, visto o que realmente
importa & que, "por um lado, os simbolos utilizados tenham
uma significac¢do bem determinada, e por outro, que a dedugéo
dos teoremas se faca segundo uma ldgica intuitiva'(pag. 143,

Grize, 1967}.

Uma teoria completamente formalizada estabelece todas as
propriedades e caracteristicas do sistema em afirmagdes
simples ou axiomas. Se a teoria é uma teoria de medida, cabe-
lhe igualmente garantir a demonstragdao de um teorema de
representag¢do e definir os axiomas que garantem as condigdes

necessarias a essa demonstragao .

DEF: Entenda-se por axiomas necessdrios a representagdo, os
gue definem as condigdes fundamentais & construgao de um
teorema de representacdo (i.e. sdo uma consequéncia légica
do homomorfismo que se pretende estabelecer entre realldade
empirica e representacdo matematica).

Os restantes axiomas ndo-necessarios, designam-se de
estruturais (Krantz et al., 1971) por limitarem o conjunto de
estruturas empiricas que satisfazem o sistema de axiomas a um
subconjunto do conjunto gue satisfaz os axiomas necessarios.
O critério minimo de definicdo de axiomas ndo-necessarios no
sistema axiomdtico & o destes ndo terem contelGdo empirico.
Mas apesar de, tomados isoladamente os axiomas
nio-necessarios, ndo terem conteddo empirico associado, visto

serem logicamente consistentes com qualquer realidade, eles
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podem contribuir directamente para o contefdo empirico do
contexto global de axiomas onde estdo inseridos, i.e., podem
contribuir para o conteddo empirico associado ao sistema de
axiomas.

0 dilema associado 3 axiomatizagdo, & o de que o sistema
de axiomas necessarios, regra geral, ndo é suficiente a
demonstracdo de um teorema de representagdo. Com vista a
construcdo do teorema de representagao e unicidade, acaba-se
por incluir no sistema axiomas niao-necessarios - que
caracterizam o corpo axiomdtico como definindo as condigdes

suficientes & representagao.

DEF: Entenda-se por axiomas suficientes a representacdo, o
conjunto de axiomas gue ndo sendo fundamental & construgdo de
um teorema de representagdo (esta pode verificar-se mesmo sem
a presenca de algumas das suas propriedades: as estruturais),
tornam a sua demonstracdo possivel.

A seleccdo e Jjustificagdo do conjunto de axiomas
estruturais, a incorporar no modelo em estudo, & um ponto
problemdtico no desenvolvimento de uma teoria matemdtica
(diferentes modelos matemdticos para uma determinada
realidade diferem na seleccdo e justificagdo desta axiomatica
adicional). A preocupagdo, como vimos, & a de se recorrer a
condigdes menos limitativas (mais fracas) da realidade
representada, i.e, condigdes estruturais que adicionem pouco
(visto que na realidade acabam sempre por adicionar algum)

conteddo empirico ao sistema axiomatico necesséario.

Uma teoria axiomdtica pode e deve ser avaliada pelo
nimero e gqualidade de axiomas estruturais a que "tem" de

recorrer. Duas teorias com igual namero de axiomas
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estruturais s3o comparadas por um critério de "fraqueza"
desses axiomas: os axiomas estruturais sdo tanto mais fortes
quanto maior o nGmero de dados empiricos inconsistentes com
esses axiomas, forem consistentes com as propriedades

necessarias (ver exemplos nos modelos apresentados adiante).

Torna-se, assim, desejavel encontrar uma axiomatica
necessaria e suficiente & demonstragdo dos teoremas. Tal, no
que diz respeito & formalizagdo de um modelo de probabilidade
subjectiva tem sido uma meta dificil de alcangar, pois existe
sempre necessidade de incorporagdo de axiomas estruturais,
por uma de trés razdes (Krantz et al, 1971):

(1) pela necessidade de estabelecer um conjunto ndo vazio com
caracteristicas especificas, sobre o gual se estabelece os

postulados necesséarios;

(2) por atribuir propriedades finitas, de aditividade

numeravel, a esse mesmo conjunto;

(3) para permitir alcangar solugdes para certa classe de

equacdes ou desigualdades (axiomas "salvadores").
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II) MODELOS DE PROBABILIDADE: UMA ANALISE COMPARATIVA

Neste capitulo procuraremos definir axiomdticamente a
estrutura de probabilidade qualitativa/comparativa pela

comparacdo de alguns dos modelos oferecidos na literatura.

0 conjunto global das condigdes que definem qualquer dos

sistemas axiomdticos analisados, difere em cinco pontos:

(1) na capacidade de servir de suporte & construgdo de um teorema de
representag¢do (tipo de compatibilidade);

(2) na capacidade de servir de suporte & construgdo de um teorema de
unicidade;

(3) no definir condigdes apenas suficientes ou necessérias e suficientes
a essas construgdes;

(4) na qualidade dos axiomas estruturais que adicionam ao modelo e por
conseguinte oferecerem modelos mais fracos ou mais fortes;

(5) na demonstragio dos teoremas assentar sob uma estrutura de uma
dlgebra ou de uma algebra-o.

(6) na restrigio do espago sob o gqual se define a estrutura de

probabilidade qualitativa a dominios finitos e/ou infinitos.

Assim, na segunda parte deste capltulo procuraremos
analisar os diferentes modelos no que diz respeito a estes

pontos, apresentando novos resultados.

Dois modelos nio-standard, que exemplificam este tipo de
abordagem, serdo apresentados detalhadamente na altima parte

deste capitulo.
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1) A DEFINICAO DE PROBABILIDADE QUALITATIVA/COMPARATIVA

A definigdo da estrutura de probabilidade qualitativa,
subjacente a diferentes modelos, passa pela definigdo de uma
relagdo bindria numa &lgebra booleana de um espago de

acontecimentos finito ou infinito.
Assim, tem—-se:

U = um conjunto qualquer que se designa de
Universoj;

£ = familia de subconjuntos de U com
propriedades de uma dlgebra ou &dlgebra-o
(ver apéndice);

A, B, C... como acontecimentos
A como complementar de A

] é conjunto vazio.

Pelo que £ refere quer uma &lgebra ou corpo Booleano,
onde se define uma relagdo binaria :, quer uma &lgebra-o onde
se define a mesma relagdo. Os elementos de £ sendo
acontecimentos sdo elementos probabilisticos, i.e., entidades
as quais se atribui uma dada probabilidade, se associa uma
dada credibilidade.

Referindo-nos a modelos axiomdticos, estabeleceremos por
via axiomdtica as propriedades da relagdo >, definida em
<U, £, =z>. A recorréncia a relagao : ("pelo menos téo
provdvel como") como bédsica em vez de a relagdo » , tem a
vantagem em permitir identificar A e B como elementos néo
compardveis (Keynes, 1921; Fishburn,1986) gquando se

estabelece que nem (A = B) nem (B = A). Com a relagao
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estrita definida como bédsica a ndo-comparabilidade fica
confundida com equiprobabilidade por ser incorporada em -
(Fishburn, 1986).

A selecgdo dos axiomas a incorporar na definigédo
<U, £, => obedece a dois critérios: o critério empirico (ou
racional, no sentido de Suppes, 1974) e o critério formal
(estrutural). Os axiomas procuram representar uma realidade
empirica prédefinida (critério empirico) mas necessitam
igualmente, como vimos, de definir as condigdes suficientes
ao estabelecimento da representagdo numérica homélogada.

Assim, temos que:

"(...) o percurso da criagdc de uma probabilidade
quantitativa compativel com uma determinada estrutura inicial de
probabilidade comparativa, pode ndo originar resultados
satisfatérios por duas ordens de razdes: o estabelecimento de
axiomas que contrariem a atitude do individuo face aoc desconhecido
(ndo obedecer ao critério empirico) e a criagdo de axiomas cuja
verificabilidade se torna na prética impossivel de controlar.”
[p.40 ; Faria, 1991].

0 conjunto de propriedades atribuidas a > definem-na,
usualmente, como um tipo especifico de relagdo de ordem em £.
Desta forma entendamos a linguagem definicional utilizada e

os teoremas que a acompanham (tendo por base Faria, 1991):

DEF: RELACAO BINARIA DE ORDEM: O qualitativo de uma relagéo
de ordem é definido pelo composto entre alguns do
sequinte conjunto de propriedades:

0l1) Dicotémica: ( A #B ) => (A pB) V(B pa, VaBe¢t;
02) Transitiva: (A p B) A ((B pC) => (A pcC), VABCe £
03) Assimetria: (A p B) A (B pAa) => (A=B), VarBe £
04) Reflexiva: (A p A) Vae £

05) Anti-Reflexiva: (A pa) Vae £
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DEF: Uma relacdo Dicotémica e Reflexiva diz-se Completa

DEF: Propriedades alternativas a existéncia de uma relagéo
completa s&o:

06) Anti-isclamento de conjuntos:
(ApB)A(CPD)y=>(ApD)V(®BPC) , VArBcCDEE
Dois pares relacionados obrigam a uma relagdo entre eles

07) Anti-isolamento de elementos:
(ApB)A(BpcC)=>(ApD) V(DpC), VABKC,DEE
A relacdo entre trés elementos obriga ao
estabelecimento de uma relagdo com um 42 elemento.

A combinagdo destas propriedades define um tipo de

ordenagdo especifico em £, pelo que®:

DEF: Ordem Total: 01-03

DEF: Ordem Parcial: 02-04

DEF: Quasi-ordem: 02 e 04

DEF: Ordem~Fraca: Ol e 02 logo 04
DEF: Semi-ordem: 05-07 logo 03

DEF: Ordem Intervalar: 03 e 06

28 pm Faria (1991) podemos ler que, uma relagdo de ordem total &

definida pela transitividade, assimetria e dicotomia da relagd@o. Como o
autor afirma em Nota da pégina 24: uma relagdo de ordem total ndo é
necessdriamente reflexiva; pode ainda ser ou ndo anti-reflexiva.
Mas, por exemplo, em Krantz et al (1971) podemos vé-la definida como
necessédriamente reflexiva. Na realidade como afirma Grize: A
terminologia das relagdes de ordem parece ainda bastante varidvel-
sobretudo de uma lingua para outra. Cumpre, portanto, estar seguro de,
em cada caso, considerar a relagdo com as propriedades gque lhe s&o
atribuidas pelo autor respectivo [pag. 90, Grize, 1969].
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A Tabela I apresenta um conjunto de propriedades de :
axiomatizadas ou implicitas na maioria das teorias de
probabilidade subjectiva. Tratando-se de propriedades
seleccionadas por um critério empirico verificamos uma quasi-
universalidade da sua utilizagdo quer como axiomas quer como

resultados (ver adiante).

TABELA I : Propriedades axiomatizadas em Modelos de Probabilidade
Subjectiva

N1) Completude (Comparabilidade): (A = B) ou (B = A), Vaet
N2) Reflexividade: (A:xA), VAaet
N3) Transitividade: (A:BJA(B:C) =>(A:C), VABCef

Né) Aditividade: se[(AnC=0e) A(BNC =2)] , entdo
(AxB) <=>[(AucC)=(BucC)l, VABCEeE

W5) Méo trivialidade: (U » o)

N6) Ndo-negatividade: (A: o), VAcE

N7) Monotocidade: Se > entdo =

N8) Relacdo entre complementares: (A : A) ou (A : A) Vaes
N9) Cancelagéo: Para todo o subconjunto Ay---Aps By...B de U,

N ~ n’ o n
se A. > B, :0 =1 <n entao

seE![Ai():) =L I8,(x): B, zA

n n
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Regra geral, os diferentes modelos axiomaticos definem
a relagdo = em <U,£,x>. No entanto, como veremos adiante (ver
subcapitulo 3), tanto U como £ podem diferir em algumas
caracteristicas. Tanto as propriedades como os seus dominios
de aplicabilidade s3o bastante variados, por variados serem
os sistemas axiomdticos estabelecidos para definir a nogdo de
probabilidade gqualitativa. ©No entanto a variabilidade

-]
percebida & bem mator do gue a real, como vVeremos adiante®.

Procederei seguidamente & comparagdo de modelos
axiomaticos (standards) desenvolvidos pelos seguintes
autores: de Finetti (1937); Savage (1954); Luce (1967); Fine
(1971); Scott (1964); Suppes e Zanotti (1976).

Como exemplos de abordagens ndo-standards farei

referéncia os trabalhos de Suppes (1974) e Faria (1991).

Esta distihgéo entre modelos standards e nao standards
tem por base o facto destes Gltimos originarem medidas néo

exactas ou incompletas de probabilidade.

A seleccdo destes modelos teve por base os seguintes
critérios:
(a) ser uma abordagem axiomdtica da nogao de
probabilidade subjectiva/personalista;
(b) ter relevo na literatura do campo;
(c) reportar-se a uma medida de probabilidade aditiva;

(d) fornecer na globalidade uma panordmica

¥ as propriedades basicas dos diferentes modelos axiomaticos, regra
geral, ndo se encontram definidas ao mesmo nivel de abstragao. Tal leva
a que um sistema axiomidtico aparentemente mais parcimonioso, por recorrer
a um nGmero menor de propriedades, possa na realidade o nao ser.
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representativa desse campo *

Relativamente a estes critérios podem-se considerar como
lacunas significativas os trabalhos de Fishburn (1969; 1975
entre outros) e principalmente o de Kraft, Pratt e

Seidenberg (1959). Acontece porém que:

- Fishburn difere dos autores em estudo, pelo facto de
nio identificar um modelo de probabilidade subjectiva
propriamente dito. A sua perspectiva visa, o
"enfraquecimento" dos sistemas axiomdticos de forma a
estabelecer as condicdes minimas a um teorema de

representagdo, com base na quasi-compatibilidade.

- Os trabalhos de Kraft et al. (1959) enquadram-se
totalmente nos perspectivados para esta andlise. Como
Fishburn refere (1969, p.2118): Kraft, Pratt and
Seidenberg (1959) were the first to present necessary
and suficient conditions for strict agreement when the
set S os states is finite. Scott (1364) rephrases these
conditions , (ver também, Niiniluoto, 1972). Assim
sendo, os trabalhos de Kraft et al., ndo se encontram
omitidos na andlise comparativa mas sim, representados
pelos trabalhos de Scott (1964).

30

trabalhos:
- que apesar de teorizarem probabilidade subjectiva tém dela uma
visdo légica (ex: Keneys, 1921, Koopman, 1949 a e b);
- que definam a algebra £ exclusivamente integrada numa
estrutura de decisdo (ex: Ascombe e Auman, 1963; Fishburn,
1967; Myerson, 1979; Pratt et al. 1964).
- que se reportem a uma medida ndc aditiva ou de aditividade
numerdvel (ex: Fine, 1973 ; Villegas, 1964).

Assim, nao serdo incorporados nesta analise comparativa
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A anadlise comparativa dos modelos tedricos seleccionados
extender-se-a ao longo deste capitulo, sendo os principais
resultados sintetizados no seu final. O primeiro ponto desta
anidlise centrar-se-a no modo como a definigdo de cada modelo
deixa transparecer uma estrutura basica em torno da qual se

destacam algumas idiossincrasias.
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TABELA II: Comparacgdo dos modelo axiomdticos ao nivel dos

axiomas necessarios.

57

FINETTI SAVAGE LUCE FINE SCOTT SUP-ZANOTTI SUPPES FARIA.

AXIOMAS NECESSARIOS-—-===---

N1) Completude A A A A A A A e
N2) Reflexiva T1 T T1 T1 T1 T1 T1 A
N3) Transitividade A A A A T2 A A A
N4) Aditividade A A A A T3 A
N5) Nao-trivialidade A A A A A A A A
N6) Nado-negatividade T4 A A A A A A T4
N7) Monotocidade A T5 5 15 5 T5 T5 A
N8) Rel.complementares T6 T6 T6 T6 T6 T6 T6 A
N9) Cancelagao A

AXIOMAS ESTRUTURAIS---—m—=====
E1)Y n. Partig. Unif. A
E2)V n. Part.Quasi-Unif. A
E3) Partig.Savage A
E4) Part. de Luce
*E5) Est. Arquimediana A A A
*E6) Top. c/ base numerdvel A
*E7) Continuidade A

Axiomas El1 - E7 encontram-se definidos e comparados adiante (subcapfitulo 3).
*- Numa perspectiva da teoria da medida este axioma & definido como necessdrio
A- Propriedade axiomatizada no modelo

@- Propriedade ndo contemplada quer como axioma quer como resultado

T- Propriedade derivado do sistema de axiomas, pelo que resultado

Ti- ver demonstracao i
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Resultados e Demonstragdes

Teorema 1: Uma relagdo completa é reflexiva

Dem: Se A:B VYV ABe £, entio A:zA, Yaes

Teorema 2: A propriedade de cancelagdo garante a transividade
da relag&@o = (Suppes,1974)

Dem:
IA + IB + IC = IB + Lo+ IA significa que
V xel : IA(X) + IB(X) + IC(X) = IB(X) + IC(X) + IA(X)

Se por hipétese (A = B) e (B : C) entdo por este axioma temos que (A zC)

Teorema 3: A propriedade de completude e de cancelagdo garante a
propriedade aditividade da relagdo (pp. 247, Scott, 1964).

Dem: Scott (1964) demonstra ser o axioma de Cancelagdo condicdo necesséria e suficiente a
compatibilidade, pelo que A z B sse P(A) = P(B).

Assim, com Se (AuUB) NC=e¢, se (A = B) vem que P(A) = P(B),

P(A u C)= P(A) + P(C), P(BucC)=P(B) +P(C) e P(AuUC)ZP(Bu C).

Reciprocamente de P(A u C) = P(B u C) podemos tirar P(A) = P(B).

Teorema 4: A ndo negatividade [A > @] & uma consequéncia directa da
monotocidade [> => ]

Dem: Tendo que > => » , e visto que A > o (qualquer conjunto tem o vazio), Yaet
temos que A =z @

Teorema 5: A aditividade [(A v B)NC = @] =>(A : B)<=>[(AUC) & (BUC)]
e a ndo-negatividade (A : #) garantem a monotocidade
[A > B=>A x B].

Dem: Suponha-se A o B.
A ndo-negatividade garante-nos que [A-B = o]
Pelas leis da intercepgdo temos que [(A-B)NB = o]
Assim:

[(A-B) = o] <=> [(A-B)uB] = (e u B) <=> (A z B).
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Teorema 6: Uma relagdo completa pressupde a relagdo entre
complementares

Dem: Se A>Bou B:A, VABeE£, entioAzAoud:xA

59
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Analisando o gquadro apresentado ressaltam algumas
gquestodes:

Em primeiro lugar o facto da escolha de uma propriedade
como axioma ou como resultado (Ni com i>»2 %) parecer

traduzir, em grande parte, uma op¢do de ordem estética.

Em segundo lugar, a unanimidade posta na escolha de N5
como axioma, de forma a garantir a existéncia de um contexto

onde faca sentido o sujeito expressar a sua atitude e crenca.

E por Gltimo a existéncia de uma gquasi-unanimidade, quer
como axioma quer como resultado, no gque diz respeito as

propriedades definidas pelos axiomas N1-N7.

Tal como Fine (1973) refere, elas contituem " the basic
axioms of comparative probability" [p.221]. Savage incorpora-
OoS no seu sistema axiomdtico com base nos trabalhos de De
Finetti e designa a estrutura definida por esses axiomas de
Probabilidade Qualitativa (p.33, 1954). Assim, e tendo em
vista a facilidade de exposicdo, passarei a referir a
estrutura definida pelo conjunto de propriedades N1-N7 de

estrutura de Probabilidade Qualitativa - PQ.

Ao definir Probabilidade Qualitativa axiom&ticamente,
afirmamos que, na medida em que se encontrem satisfeitas as
condicdes axiomatizadas, a expressdo da credibilidade
associada a um universo de acontecimentos é& coerente. E ©

sistema definido por esses graus de credibilidade refere uma

31 como veremos adiante, ao tomar @ como bdsica a reflexidade impde-
se como necessaria & representacdo, pelo gque um modelo que nao
pressuponha a completude da relagdo tem necessariamente que integrar a
propriedade reflexiva como axioma.
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distribuigcdo de probabilidade subjectiva. Na realidade, as
propriedades da estrutura PQ definem as condigdes de
coeréncia a que se deve submeter a opinido de um sujeito
confrontado com uma situagdo de incerteza. A opinido
subjectiva tem a propriedade (Axioma N1,N2) de ser
extensiva® a todo o acontecimento/ proposigdo. Por sua vez
a transitividade (Axioma N3) da relagdo de credibilidade &
uma exigéncia basica de n&o contradigdo. O Axioma N5, da
sentido a expressdo da atitude do sujeito visto que
diferencia do vazio o universo de acontecimentos. E como nao
existe nada que reflicta, como dque, uma crenga negativa,
temos o© Axioma N6,; gue esclarece dque dualguer crenga
associada a um acontecimento tem expressdo superior ou igual
ao acontecimento nulo. Por Gltimo, & fungdo de credibilidade
é atribuida a propriedade aditiva (Axioma N4), no sentido de,
se dois acontecimentos forem dijuntos de um terceiro com o
qual estabelecem, cada um, uma unido & condicdo de coeréncia
gue, esta unido mantenha a relagdo de credibilidade gue os

acontecimentos isolados tinham antes.

Sem alguma preocupagdo de definigdo ou explicagdo dos
axiomas estruturais, visto a eles se dedicar o préximo
subcapitulo, passemos a uma breve apresentacdo dos trabalhos
de cada autor:

Tendo Savage ® definido os seus sistemas axiomaticos

coerentemente com as condicdes satisfeitas pelos axiomas de

32 wpo any event in which we have an interest, we are, accostumated
to attributing, perhaps vaguely and unconsciously a probability: if we
are sufficiently interested we may try to evaluated it with more care"”
(ponto 1.7 de De Finetti, 1937].

3 Note-se que Savage designa de "ordem-simples"”, uma relagao que
definimos préviamente como de ordem-fraca: a relagdo €& completa e
transitiva.
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De Finetti ndo estranhamos, a quasi-identificagcdo da
abordagem dos dois autores: apenas diferem no tipo e
condicdes de partigdo postulada para a estrutura subjacente.
Assim engquanto De Finetti (1937) axiomatiza uma propriedade
relacionada com a particdo uniforme, Savage define, na
estrutura subjacente, uma partigcdo gque designaremos de

Particdo de Savage (ver subcapitulo 3).

De certa forma a estrutura definida por Savage & aquela
gue reune & sua volta, tanto o mailor ndmero de adeptos como
o maior nGmero de criticos. Mesmo desenvolvida sob uma
abordagem da teoria de decis@o, e por tal associada ao
conceito de utilidade, raro & o trabalho ou artigo que aborda

o conceito de probabilidade sem lhe fazer referéncia.

Os trabalhos de Luce (1967) desenvolveram-se dentro da
perspectiva da teoria de medida pelo que ndo & de estranhar
a imposigdo de uma propriedades arquimediana (ver sub-
capitulo 3) & estrutura qualitativa de probabilidade. Trata-
se de um modo, habitual no campo da teoria de medida, de
garantir gue as representacoes numéricas fiquem desprovidas
de valores infinitesimais ou infinitamente grande. Pelo que,
se adivinha uma preocupacdo de mensuragao superior a dque
existiria se seu objectivo désse primazia & representagédo da
nocdo de probabilidade. Esta e uma outra propriedades
apresentada e discutida adiante (sub-capitulo 3) sao
adicionadas & estrutura PQ e definem o que Luce designou de

"Reqular System of Qualitative Probability".

Fine (1971) na definigdo do seu modelo parte
directamente da estrutura PQ - a qual referencia a Savage. A
sua preocupac¢do primeira ndo parece centrar-se no dar corpo

3 entidade relacional que é o sistema de crengas do sujeito,
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i.e., A representacdo axiomatica dessa estrutura empirica.
Tal como Luce (1967), Fine (1971, 1973) constrdi o seu modelo
visando fazer face a um problema de mensuragdo, pelo que lhe
atribui uma propriedade arquimediana, que & definida em
termos de propriedades de uma topologia de ordem (ver sub-

capitulo 3).

Tanto Scott (1964) como Suppes e Zanotti (1976) criam um

espago de definigdo de relagdo "é& pelo menos t&o provavel
como" diferente do simples espago de acontecimentos, mas
enquanto o primeiro o faz como uma estratégia que facilita a
demonstracido de resultados, os segundos defendem ser O novo
espago, o contexto mais adequado ao estabelecimento de
relacdes qualitativas.
Esta estratégia, de extender = a uma colecgdo de objectos
que ja& ndo sdo acontecimentos, permite (como no caso de
Scott) evitar alguns problemas de mensuragdo e de
inconsisténcias no sistema de credibilidade do sujeito, mas
nio deixa de suscitar criticas. Como exemplo temos a questao
levantada por Fine (1973):

"Why should we be concerned about objects that have no
reasonable interpretation in terms of random phenomena °?
Inconsistencies that arise outside the domain of events, as modeled
by sets of indicator functions, do not reflect adversely on the
adequacy of the theory when restricted, as it would be to the
domain of events." [p.24]}.

Estas duas abordagens ao definirem-se sobre realidades
que ndo acontecimentos dificultam qualquer comparagao com as
abordagens referidos anteriormente, pelo dque a sua omissdo

neste trabalho.

Os dois restantes modelos, o de Suppes (1974) e o de

Faria (1991), destacam-se nesta leitura comparativa por
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definirem estruturas de probabilidade &s guais, como veremos,
nio se associa directamente uma medida de probabilidade com
estrutura Kolmogoroviana. Dai o facto de as designarmos de
abordagens ndo-standards. O modelo proposto por Suppes & um
exemplo feliz das abordagens due introduzem a nogdao de
probabilidade superior e inferior. E a abordagem de Faria é&
a dnica agui apresentada, que estabelece a priori a
possibilidade da estrutura relacional ndo ser completa®*,
pelo que admite a representagdo de uma realidade empirica
onde existe incerteza/indecisdo associada ao Jjulgamento

comparativo.

Se a principal preocupagdo destes modelos & a de captar
o construto de probabilidade todos visam o homorfismo com uma
estrutura de probabilidade quantitativa. Deste modo apds
definirmos o que se entende por medida de probabilidade
referiremos as condicdes em que cada modelo permite essa
representacao nGmerica (sub-capitulo 3). Os axiomas
estruturais serdo entdo submetidos a uma andlise comparativa

minunciosa.

3 73 Keneys (1921) e Koopman (1940), defendiam a necessidade de se
considerar a relagdo de credibilidade como ndo completa. Mas a tentativa
de aproximagdo do modelo probabilistico ao real por esta via, devido as
dificuldades meteodoldgica que gere, ndo chamou a si muitos adeptos.

There is some temptation to explore the possibilities of analysing
preference among acts as a partial ordering, that is in effect to replace
S2 by the very weak proposition A & A, admiting that some pairs of acts
are incomparable. This would seem to give expression to Introspective
sensations of indecision or vacilation, which we may be reluctant to
identify with indifference. My own conjecture is that it would prove a
blind alley losing much in power and advancing little, if at all, in
realism; but only an enthusiastic exploration could shed real light on
the question. (Savage, 1954)
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2) A CONSTRUQﬁO DOS TEOREMAS DE REPRESENTAgﬁO E UNICIDADE

A) Axiomas Necessarios:

Tomemos o conjunto de axiomas que definem a estrutura de

probabilidade gqualitativa PQ:

Al) Completude (Comparabilidade): (A z B) ou (B z A&), Va,B,C € &

A2) Transitividade: (A x> B)A(B = C) => (A x C), Va,B,Cc € &
A3) N&o trivialidade: (U > o)
A4) Aditividade: Se [ (ANC =2) AN (BNC=2) ]

entdo (A = B) <=> [(AUC) x (BuC)], Va,B,Cc € £
A5) Nido-negatividade: (2 = o), Va,B,c € £

A concordincia na axiomatizagdo destas propriedades, ou
- na construgdo de uma axiomidtica que as englobe, advém do
facto delas definirem, como veremos, condigdes necessdrias a
representacgido probabilistica da estrutura, isto €, condigdes
necessirias a compatibilidade com uma medida de probabilidade
aditiva.

Analizemos cuidadosamente cada uma destas propriedades
isoladamente, supondo & partida a existéncia do homologado
homomorfismo (com bae em Krantz et al, 1971). Cada
propriedade que se revelar uma restrigdo a arbritrariedade de
= imposta pelas caracteristicas da fungdo P, &€ um axioma

necesséirio.

Al e A2)- Sendo P uma fungdo que preserva a ordem, e a

estrutura < U, £, 0, =2 > uma estrutura ordenada, temos que a
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Al e A2)- Sendo P uma fungdo que preserva a ordem, e a
estrutura < U, £, ®, > > uma estrutura ordenada, temos que a
estrutura qualitativa define necessariamente (pelo menos) uma

relacdo de ordem fraca (Completa e transitiva).

A3)- Visto que P(U)=1 e P(J)=0, temos que o acontecimento
certo U & mais provavel que o acontecimento impossivel, o que

& garantido por se postular (U = J).

A4) - A relacdo de ordem e a operacdo de unido relacionam-
se na estrutura quantitativa, por se considerar que, sendo A
e B dijuntos de C, e sendo A > B entéo
P(AUC) = P(A)+P(C) > P(B)+P(C) = P(BUC).
Pelo que, na estrutura gualitativa, se os conjuntos A e B
forem dijuntos de C, impomos como propriedade necessaria a =:
(A = B) <=> [(AUC) = (BUC)].

A5)- O dominio de representagdo numérica é ndo negativo

[0,1]. Ao assumir que P()=0, definimos necessiariamente que:

VA € £: A =

Assim, temos que as condigdes definidas por uma
estrutura de probabilidade qualitativa apresentam-se como
condicdo necessaria & definigdo de uma medida de
probabilidade aditiva. A questd@o reside, agora, na sua

suficiéncia:

Dada uma estrutura PQ & sempre possivel construir uma
medida P compativel com a estrutura definida pela axiomdtica

de Kolmogorov?
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Kraft, Pratt e Seidenberg (1959) demonstram-nos a
falsidade deste pressuposto (num dado espago e relativamente
a um dado cardinal). Os autores respondem negativamente a

questdo colocada, argumentando do seguinte modo:

Tenha-se X = {a,b,c,d,e} (n=5) .
pefina-se £ como uma &dlgebra de U.
considere-se a ordem para a qual se verifica:

{a,c} < {d}
{a,d} < {b,c}
{c,d} < {a,e}

Tomemos P(a) = A, P(b)= B... P(e) =E , se existir uma medida de
probabilidade associada a esta ordem, temos que:

A+C<D
A+D<B+C (1)
C+D<A+E

Adicionando as trés desigualdades obtemos:

2A+2C+2D<A+B+C+D+E

=> A+ C+D<B+E

pelo que, é de se esperar, se eXxistir compatibilidade de
estruturas, que a estrutura PQ gue satisfaga a condigdo em (1) postule
que: {b,e} > {a,b,c}.

Rraft, Pratt e Seidenberg (1959) no desenvolvimento do seu
argumento demonstram que se pode construir uma estrutura PQ que integre
coerentemente a relagdo inversa, isto € , que integre {b,e} < {a,b,c}.
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Por comodidade cada subconjunto de U é representado por uma sequéncia
formada por um ou mais elementos de U, ab= {ab}.

p<a<b<c<ab<ac<d<ad<bc<e<abc<bd<cd<ae<abd<be<3®
acd<ce<bcd<abe<ace<de<abcd<ade<bce<abce<bde<cde<
abde<acde<bcde<abcde=U

Desta forma, Kraft et al. (1959) demonstram (no dominio
finito) a necessidade de se postularem condigdes mais fortes
e mais limitativas da estrutura, do que as necessirias a

existéncia de representagdo/compatibilidade.

B) Sistemas Axiomdticos Necessdrios e Suficientes

No decorrer da demonstragdo de que uma estrutura PQ nao
. define as condigdes suficiente & representagdo numérica,
Kraft et al. (1959) constroem um modelo de probabilidade
qualitativa que reune um conjunto de axiomas necessérios e
suficientes ao estabelecimento dessa medida de probabilidade.
Este sistema axiomdtico é limitado pela circunscrigdo a uma
realidade finita e por ndo permitir a demonstrag@oc de um

teorema de unicidade.

Os trabalhos de Dana Scott (1964) reformulam as

35 pode-se ler por exemplo em Faria (p.55; 1991) o Lema:
"Num espago U={X;,...,%} onde se define uma estrutura PQ com £=2U, os 2"1
dltimos subconjuntos sdo o complemento dos primeiros 2""1 gubconjuntos
tomados na ordem inversa", pelo que temos que a ordenagédo fica completa
a partir daqui.
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condicdes destes autores em termos de " De Finetti framework
of qualitative subjective probability" (Suppes, 1976), pelo
que mais apropriado ao engquadramento seguido neste trabalho

(como ja foi referido no inicio deste capitulo).

A estrutura < U, £, = @& definida por Scott (1964)
pelas propriedades necessarias de completude, nao-
trivialidade e ndo-negatividade. A elas se assocla uma quarta
propriedade (cancelagdo) que garante as restantes duas
condicdes necessarias: aditividade e transitividade (ver
demonstracgdes no sub-capitulo 1). No entanto, o}
estabelecimento de suficiéncia passa por esta propriedade néo
se definir directamente sob os acontecimentos mas sim sob
representantes numéricos desses acontecimentos. A propriedade
de cancelacdo é definida por recorréncia ao espago das
funcdes indicatrizes (ou fungdes caracteristicas). Desta
forma, o autor identifica £ (uma algebra booleana finita) com
o conjunto das fungdes caracteristicas de subconjuntos de U,
sendo U um conjunto finito definido pelos atomos de £. Assim
podemos referir que & a propriedade de cancelacdo, em tudo o
que ela pressupde, O que garante que nido se possa, no exemplo
de Kraft et al. construir uma estrutura gque integre a relacgédo
inversa , i.e, {b,e} < {a,b,c}. Nao sb6 a medida de
probabilidade definida ndo & dnica como a demonstracdo do
teorema de representagdo & restrita ao caso finito {ver pp.247,
Scott, 1964].%

36 Tal como Fine (1973) refere, Scott (1964) defende a

possibilidade de extender o teorema de representagio a &lgebras
infinitas. No final do seu artigo de 1964 afirma:

"if the result proves to be of interest, it will be published in a future
paper". Até hoje...
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Para além do modelo ficar restrito ao dominio finito, a
propriedade de cancelagdo parece acarrectar outros aspectos

desagradaveis. Tal como o autor refere:

the unpleasant feature of 4B [no texto a propriedade de cancelagio]
is that it is not a strictly Boolean condition (...) it means the
algebraic sum of characteristic functions and does not stand for
the union of de elements [pp.246, Scott, 1964].

Supres e Zanotti (1976) oferecem—-nos avangos
significativos no que diz respeito a possibilidade de criagdo
de um cistema axiomdtico simultaneamente necessadrio e
suficiente, com a possibilidade de mensuracgao Gnica, em
dominios finitos e infinitos. Para tal optam por nao
trabalhar directamente com os acontecimentos definidos em £
Segundo os autores, O0S "acontecimentos" ndo sdo os objectos
adequados ao estabelecimento de uma andlise probabilistica,
referindo mesmo ndo haver nenhum interesse concreto em se
analisar os acontecimentos especificos (elementos da classe
que designéamos de acontecimento) em todos os pormenores ou em
todas as caracteristicas de que se revestem. Vém toda a
vantagem na estratégia de se abstrair os aspectos estranhos
4 definicdo da categoria "Acontecimento" (que designamos
meramente de acontecimento), de quando dessa mesma definigéo.
A informacdo relevante serad apenas aquela que estd contida em
A* = E Ai, tendo que todo o A* pertence a g% (uma

algebra de extended functions).
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DEF: (Suppes e Zanotti, 1976)

Uma 4&algebra £* de ‘"extended indicator functions"
resulta da interseccdo de todos os subconjuntos que tenham a
propriedade:

se A € £ entédo
| 1seie€A
Ia(i) € g% tal que Ia(i) = |
| 0seie€d
tendo-se que :
A* = IE Ai

e se (A* ¢ £*) e (B* € £%) entdo

(A* + B*) € £%

0 termo extended advém do facto de qualquer fungdo
indicatriz de £ se extender para fungdes de valores inteiros

definidos em U, que integram £%*.

No entanto, a comparacdo qualitativa realizando-se sobre
os elementos de £*, deixa de reflectir a probabilidade de
ocorréncia de um acontecimento A , para referir o valor
esperado das variaveis aleatdrias que definem os
acontecimentos A* (Suppes e Zanotti, 1976). Conceptualmente,
Suppes e Zanotti (1976) consideram ser a comparagao destes
valores esperados idéntica & comparagdo de acontecimentos com
determinada probabilidade de ocorréncia¥. Nas proéprias

palavras dos autores, a sequéncia natural de desenvolvimento

3 Esta nogdo de probabilidade como idéntica 4 de valor esperado,
traduz o gque De Finetti (1937) designou ser um problema de previsio.
Muito haveria a dizer sobre este assunto, mas seriamos conduzidos a um
outro enquadramento dos fundamentos da nogdo de probabilidade subjectiva,
diferente do aqui utilizado.
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dos conhecimentos é:

(i) Axiomatize qualitatively the expectation of extended indicator
functions;

(ii) Use this expectation to determine the unique probability
measure;

(iii) Use the probability measure to determine the expectation of
all random variables defined in the space.
(p-437, Suppes e Zanotti, 1976].

Assim temos que:

O sistema axiomdtico proposto por Suppes e Zanotti (1976) &
definido sob uma adlgebra £* de extended indicator functions.
A estrutura <U,g*,»> & caracterizada por propriedades
isomorfas &s necessarias ao estabelecimento de uma medida de
probabilidade (SZ1-SZ5), sendo a relagdo aditiva da unido de
conjuntos substituida pela adicédo funcional. Esta
substituicdo (alcancada por se trabalhar sob £*) permite
descondicionar a hipdtese de aditividade & condigdo de
dijungcdo. A este conjunto de axiomas & adicionada uma

condicdo arquimediana (Sz6) *

SZ6: Se A* > B* entdo para todo o C* e D*¥ em £%, existe um
inteiro n tal que

nA* + C* > nB* + D*.

Definindo desta forma uma estrutura Qualitatively

Satisfactory, criam as condigdes de aplicagdo directa de

8 Um pouco mais adiante se expori o gue se entende por propriedades
arquimedianas. SZ6 define a estrutura como arquimediana em diferengas
standard (Luce & Narens, 1992). Entenda-se que Suppes e Zanotti (1976)
dentro de uma perpectiva da teoria de medida defendem ser esta uma
condigdo necessiria (ver discussdo em nota um pouco mais adiante).
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resultados de Teoria de medida extensiva (ver capitulo 3 de
Krantz et.al, 1971), pelo que, condicgdes de demonstragdo dos
teoremas de representacdo e unicidade. A compatibilidade
deste estrutura com uma estrutura de probabilidade numérica
verifica-se quer no campo finito gquer no campo infinito

(p-434) (ver demonstragdo em Suppes e Zanotti, 1976).

Tal como seria de esperar as criticas a este trabalho
centram-se na passagem de £ para uma £*%*, e nomeadamente no

modo como a propriedade aditiva & encarada.
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C) Sistemas Axiomdticos Suficientes:

A estrutura axiomdtica meramente suficiente, para a
definicdo de uma medida de probabilidade, passa pela adigéo
de axiomas ndo-necessdrios (estruturais) & estrutura PQ.
Diferentes propostas neste sentido tém definido condigdes
diversificadas de restrigdo da estrutura PQ. Todas elas
passam pela definigdo de um modo de partigdo®® do universo
U, directo ou implicito em pressupostos Arquimedianos
(Fishburn, 1986). Pelo dque passamos a definir alguns

conceitos basicos a sua compreenséo.

Relativamente aos tipos de partigdo considerados nos

modelos em estudo temos:

. DEF: PARTICAO UNIFORME DE DIMENSAO n.
uPn = {Ei}, i= 1,...,n é uma partigdo de U formada por n (nz2)
acontecimentos equiprovéveis (E1 ~ E2 ~ E3...~ En).

DEF: PARTICAO QUASI-UNIFORME DE DIMENSAO n.

0-UPn = {Ei}, i= 1,...,n é uma partigdo de U onde nenhuma unido
com K acontecimentos arbritréarios E,, € mais provédvel que outra qualguer
unido formada por K+1 acontecimentos da mesma partigéo.

Assim, A e B dizem-se quasi-equiprovdveis (A ~* B), se para todo o C,D
tal que C>», D>z e (ANC)=(BND)=s , entdo (A UC) B e (B uUD) xA.

3% pevido & possibilidade de existéncia de &tomos nenhuma das

condicdes de partigdo é necessdria & representagdo. Na realidade alguns
dos modelos que discutiremos definirdo modos de partigdo que restringem
as condicdes de representagio a estruturas ndo atdémicas.
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DEF: PARTICAO (DE SAVAGE) DE DIMENSAO n.

fn = {E;}, i=1,...,n é uma partigdo de U onde gualquer elementos
a,B da &dlgebra associada a U, se A>B entéo U pode ser particionado num
finito ndmero de acontecimentos {C;,...C.} tal que

A > BUC,.

Directamente associado com a possibilidade de se
definir uma partigdo de dimensdo arbritraria do espago

U (por a limitar), estd o conceito de atomo.

DEF: ATOMO (Villegas; 1964)

A& um &tomo se A > o e A > B > ¢ apenas guando B ndo estd contido
em A (Fishburn, 1986), ou dizendo de outro modo, para B < A tem-se que
: B~ pouB~ A.

" Lemma: (2. de Niiniluoto, 1972)

Uma relacdo é desprovida de dtomos em U sse todo o acontecimento
A = ¢ em £ puder ser particionado em B e C tal que A = BuC, B N C = o,
B>o C>o

Teorema: (ver demonstragdo do Lemma4. de Niiniluoto, 1972)

Uma estrutura com um &tomo admite uma particdo finita de U formada
por um ndmero fixo (m) (e ndo um nimero arbritrdrio como no caso de partigdo uniforme) de
&tomos equiprovéveis; U é equivalente & unido desses atomos.
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Pressupostos arquimedianos?®? sdo pressupostos que

referem a propriedade arquimediana dos nimeros reais, pelo
que garantem que as representagdes sé&o desprovidas de valores

numéricos infinitésimais ou infinitamente grandes.

Um dos principais usos de axiomas arquimedianos & o de
estabelecer numa estrutura qualitativa as condigdes
homomorficas daquelas que se baseiam num continuum (Luce &
Narens, 1992).

Ao apresentar o modelo de Suppes e Zanotti, referimo-
nos ao axioma SZ6 como um pressuposto arquimediano, que tem
por base a nogdo de diferenga standard : archimedean in
standard diferences, (o que o distingue de outro tipo de

pressuposto arquimediano - Luce & Narens, 1992).

O pressuposto arquimediano "para qualquer nimero positivo x,
ndo importa quio pequeno, existe sempre um n inteiro tal que xn =2 y ,
" seja qual for a grandeza de y " (Krantz,et al, 1971), é definido
‘ relativamente & nogéoc de sucessio standard (pelo que designado de
archimedean in standard sequences)(Luce e Narens, 1992).

40 uma propriedade arquimediana &, numa perspectiva da teoria da
medida) considerada condig@o necessdria a um teorema de representagéo
(Krantz et al. 1971). Como referimos esta consideragdo estd pressuposta
nos trabalhos j& apresentados de Suppes e Zanotti, (1976).
wIt is evident that since the Archimedean property is true of the real
numbers, it must also be true within the empirical relational system: it
is a necessary axiom"[p.25, Krantz et al. 1971]

v The objection to it as a necessary axiom is that either it is
trivially true in a finite structure or it is unclear what constitutes
empirical evidence against it since it may not be possible to exhibit an
infinite standard sequence." [p.26, Krantz et al. 1971].
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DEF: SUCESSAO STANDARD em 2 - Defina-se £ uma &lgebra de acontecimentos
e ~ uma relagio de equivaléncia. Uma sucessdo de acontecimentos &,, &,,

«eer Ay, diz-se standard relativamente a A sse para qualquer valor de i
existem B; e C; obedecendo a:

(1) (&, =By ) e (B ~A);
2%%?) gi n gi)) = o;

111 . = )3

(iv) (¢; - A);

(V) A, = (B; UCy).

Intuitivamente uma sucessdo standard em A €& definida pela
sequéncia, A, ; A, ;...; BA; , em que A, corresponde, comc que, a i
c6épias dijuntas de A, seguido por A, que corresponde, como que, a i+l
c6bpias de A (Krantz,et al, 1971).

O acontecimento A é um acontecimento standard.

Em termos de credibilidade ou probabilidade, temos que o
acontecimento B é equiprovédvel a A e, o acontecimento adicionado a B para
definir a sucessdo, é também equiprovével a A.

A probabilidade associada a A, define como que uma unidade de
_medida, pelo gque a sucessdo tem tantos degraus quanto menor a
probabilidade associada a este acontecimento standard.

Em estruturas positivas (como é o caso relativo as probabilidades)
a propriedade arquimediana em sucessdes standards evita representagoes
infinitamente grandes (Luce e Narens, 1992). Note-se que ao definir em
£ uma medida de probabilidade, pela aditividade da estrutura
quantitativa que esta define, temos que P(3;) = i P(A) (com i=1,...,n).
Se P(A)>0 , i.e., se A>p, entdo, visto que P(A)=l, temos que n nao pode
exceder 1/P(A). Desta forma para todo o A>p parece surgir a necessidade
de impér um limite a sucessdes standards de acontecimentos
probabilisticos.
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Prosseguindo no nosso estudo comparativo:

Analisemos primeiramente a forma como De Finetti (1937)
define a axiomdtica necessidria ao estabelecimento de um
teorema de representagdo e os trabalhos desenvolvidos por
Savage (1954) com o mesmo objectivo. Seguidamente faremos uma
andlise da proposta de Luce (1968) (correspondente a de
Krantz et al. 1971) com o fim de a contrastar com a proposta

de Savage. A proposta de Fine (1971) é iqualmente comparada

com estes dois autores.

Os trabalhos de Suppes (1974) e Faria (1991),
integrados nesta andlise como dois exemplos de modelos nao-
standards serdo referidos detalhadamente no préximo sub-
capitulo.

De Finetti (1937) estabelece as ‘"condigbes de

. compatibilidade”* através de um axioma que tem por base a

4l wakker (1981) argumenta que de Finetti ao postular a particgéo
uniforme, apenas estabelece condiges de quasi-compatibilidade, pondo em
causa as demonstragdes de um teorema de representagdo. Como base de
argumentacdo utiliza um contra-exemplo, que pde igualmente em causa os
resultados aqui apresentados relativamente a: Fine e seu teorema de
representagdo, Luce e demonstracdo de que toda a estrutura PCS é uma
estrutura PQL. O contra-exemplo pondo em causa tantos resultados
conhecidos e replicados de formas diferentes pede uma andlise detalhada
e cuidada, que nio cabe no ambito deste trabalho.
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possibilidade de definigdo de uma particd@o uniforme:

D6: Qualquer que seja n, existe uma partigdo uniforme de
dimensdo- U®n

A uma estrutura PQ onde se verifique o axioma D6
designaremos de estrutura PQF.

"It can be shown that when we have events for which we know
a subdivision into possible cases that we judge to de equally
probable, the comparation between their probabilities can be
reduced to the purely arithmétic comparation of the ratio between
the number of favorable cases and the number of possible cases (not
because the judgement has an objective value, but because
everything substancial and thus subjective is already included in
the judgement that the cases constituing the division are equally
probable). This ratio can be chosen as the appropriate index to
measure a probability and applied in general, even in cases other
than those in which one can effectively employ tha criterion that
governs us there. In these other cases we can evaluate this index

by comparation (...) Thus, while starting out from a purely
qualitative system of axioms, one arrives at a quantitative measure
of probability." [de Finetti, 1937, p.101]

O tipo afirmagdo contida no axioma D6, apenas tem
sentido relativamente a um espago de resultados U infinito.
Deste modo a estrutura PQF ndo contempla a possibilidade de
existéncia de atomos ou outro tipo de estruturacdo finita do
universo (Fishburn, 1986).

Savage na sua primeira proposta, enfraquece * a

condicdo imposta & uniformidade da partigdo postulando-a

2 como se pode ler no capitulo I desta segunda parte, um

pressuposto & tanto mais forte quanto mais retringir o universo de
estruturas PQ que o englobam, pelo gue passiveis de mensuragac por uma
medida de probabilidade aditiva. Desta forma se Modelo 1 => Modelo 2,
o Modelo 1 & mais fraco gque o ModeloZ2.
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relativamente a uma particdo quasi-uniforme. A justificacgdo
do autor para este acto estd no ganho relativo a contetdo
empirico que lhe estd associado. Ao assumir-se para qualquer
n, uma particdo uniforme pressupde-se a possibilidade de se
estabelecer a equiprobabilidade subjectiva de dois
acontecimentos. Intuitivamente Savage pressupde dque tal
ultrapassa a capacidade humana. O memso pressuposto sobre uma
particédo quasi-uniforme estabelece condicdes mais

"yverosimeis"®.

Tal como a condicdo de particdo uniforme para qualquer
n, a particdo quasi-uniforme apenas parece ter sentido em
espacos infinitos, mas diferentemente da primeira apenas
estabelece condicdes de quasi-compatibilidade com uma medida

de probabilidade.

TEOREMA DE REPRESENTACAO (Quasi-Compatibilidade):
( ver demonstragdo em Savage-1954, p.34-35)

Numa estrutura PQ onde, para qualguer que seja o n,
existe uma particdo quasi-uniforme de dimens&o n, existe uma
medida de probabilidade P gquasi-compativel com a relagédo

qualitativa.

3 Uma forte preocupagdo com o conteido empirico, & uma constante
de Savage quando empreende a construgdo de modelos puramente normativos.
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TEOREMA DE UNICIDADE: (Quasi-Compatibilidade)
( ver demonstracdo em Savage-1954)
A medida de probabilidade P dquasi-compativel com a
relacdo qualitativa é& unica e,
se P(A)>0 e (0<B<l) entdo P(B)=BP(A) para algum B
incluido em A.

A demonstracdo, que Savage apresenta, dos teoremas de
representagdo e unicidade tem por base a classe de todos os
subconjuntos do espago U, 2Y. A validade destes resultados
nio se extende a uma Aalgebra de Boole, visto mesmo para
certos resultados de caracter finito, ter sido necessaria a
utilizacdo de operacdes de caracter infinito ( Fishburn,
1986; Faria, 1991) “.

Para alcancar a compatibilidade Savage (1954) pressupode
um outro tipo de condigdes de particdo, que definem o que
designédmos de Partigdo de Savage (condicgdes bem mais fortes
que as subjacentes a uma partigdo gquasi-uniforme, como

demonstraremos adiante), e define:

S6: Verificam-se as condicgdes de Particdo de Savage de
dimensdo n - n

As condicdes de Partigdo de Savage ficam garantidas pela

relacdo definida na estrutura PQ, ser fina e coesa.

a4 "Related results for almost agreament have been obtained by

others when is merely assumed to be an algebra"[p. 342, Fishuburn, 1986]
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TEOREMA: (Teorema 4 de Savage, 1954).

Dada uma estrutura PQ a relacdo = & fina e coesa sse as
condicdes de Partigdo (de Savage) de dimensdo n forem

garantidas.

DEF: FINA - (Savage, 1954) -
Uma relacdo = diz-se fina sse para todo o A > J existir
uma partig¢do {C,...,C,} de U tal que A = G (i=1,...,n)

1

DEF: COESA - (Savage, 1954) -
A relacgdo » diz-se coesa se sempre due
A ~% B entdio A ~ B ¥,

A uma estrutura PQ que se adiciona o axioma de Partigdo
de Savage em substituigdo do de uma Partigédo Quasi-Uniforme

de dimensdo n, para gualquer n, designamos de estrutura PQS.

TEOREMA DE REPRESENTACAO e UNICIDADE (Compatibilidade):
(ver demonstragdo em Savage -~ 1954)
Numa estrutura PQ, <U, £,=>, onde £= 2Y e a relacgado =
& fina e coesa existe uma medida de probabilidade dnica

compativel com ela.

45 Sempre que A estabelece uma relagido de quasi-equiprobabilidade

com B, estes dois acontecimentos sdo equiprovaveis (ver apéndice).
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A andlise dos resultados de Savage, a sua generalizagdo a outros
dominios e o desenvolvimento de outros resultados associados as
estruturas por ele propostas, tem sido levada a cabo por diferentes
autores .

Embora seja o prdprio Savage a estabelecer que as condigdes de

quasi-compatibilidade (existéncia para qualquer n, de uma partigdo quasi-
uniforme de dimensdo n) coincidem com o facto da relagdo ser fina,
Niiniluoto (1972) aponta algumas incorrecgdes na demonstragdao dessa
implicagdo. Assim tanto este autor (teorema 4,
p-1588) como Wakker (1981, Teorema 2. p.659) demonstram que apenas uma
relagdo fina que ndo contenha 4atomos % & que & quasi-uniforme, no
entanto provam (Lema 3. de Wakker, 1981 e teorema 4.de Niiniluoto, 1972)
que o mero facto da relagdo ser fina garante as condigdes de quasi-
compatibilidade.

Niiniluoto (1972) e Wakker (1981), ndo s& validam resultados
obtidos por Savage, como os alargam chegando a verificar compatibilidade
em estruturas ndc coesas mas que tenham apenas um &tomo (onde U é
equivalente & unido de n itomos equivalentes) (Lema 5 de Niiniluoto, 1972
e teorema 3 de Wakker, 1981)%.

4 [ embramos aqui o Lema 4. de Niiniluoto (1972)
Seja (U,£,z) uma estrutura PQ fina. Entdo as seguintes
condigdes sdo equivalentes:
(i) A estrutura ndo contém atomos em U,

(ii) V B> e C >3 em £, existe DgC tal que @<D<B
(iii) U ndo & equivalente Gnido de n atomos equiprovavels

47 Nao seria injusto se se considerasse os trabalhos destes autores
resultando numa porposta de um modelo de probabilidade gqualitativa
alternativo a Savage e aos outros autores, pelo que passivel de ser
analisado no gquadroc comparativo aqui proposto. A referéncia a estes
resultados como meras qualificagdes e clarificagdes dos resultados de
Savage & no entanto patente na literatura (Wakker, 1981; Fishburn, 1986;
Faria, 1991), para tal ndo estdo desprovidos de culpas os préprios

autores que deixam implicita a sugestd@o de tal qualificagdo dos seus
trabalhos.
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Resultados idénticos foram obtidos por Faria (1991) por vias
diferentes.

Assim temos:

TEOREMA: (Teorema 4.4.5 de Faria- 1991).

i) Para toda a estrutura PQ onde E é fina existe uma medida

de probabilidade quasi-compativel com .

(ii) Sendo = fina, exite uma medida de probabilidade P

compativel com z sse ® for coesa ou se contiver um atomo.

TEOREMA: (Teo.2 de Niiniluoto,1981)

Uma particdo coesa nédo admite &tomos.

Os resultados de Niiniluoto (1972), Wakker (1981) e Faria (1991)
demonstram serem as condigdo de Partigido de Savage demasiado restritivas,

podendo-se e devendo-se enfraquecer o sistema axiomético.

Outro problema gque envolve os resultados de Savage & a sua falta
de maliabilidade relativamente ao dominio finito. Os resultados de
Niiniluoto (1972) e de Wakker (1981) ao estender as condigdes de
compatibilidade a estruturas cuja relagdo & fina e contém um Atomc sao
vilidos relativamente a uma algebra e abrem espago ao dominio finito que
se defina pela existéncia de um &tomo.
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Os trabalhos de Luce (1967), caracterizam-se pelas
condi¢des impostas pelo autor serem "fulfilled in many
infinite structures and in some finite ones, although not in

most" [p.207, Krants et al, 1971].

Relativamente & estrutura PQ, Luce (1967) propde a

adicdo de outros dois axiomas:

L6: A estrutura é& arquimediana® no sentido em que: para
VA € £ em que A > J qualquer sucessdo standard

-

relativamente a A & finita.

L7: Se (ANB)= &, A>C e BxD, entdo existe um C’, D’ e E € £
tal que:
(i) E ~ (AUB);
(ii) (c’'n D)= @
(iii) E D (c’U D)
(iv) (C’~ C) e (D'~ D)

A estrutura resultante, PQL, o autor designa de "Regular

System of Qualitativa Probability" (Luce,1967).

¥  pste axioma & apresentado pelo autor como necessdrio A&

representagdo numérica probabilistica (ver base de argumentagio no
inicio deste subcapitulo).

Trata-se de uma condigdoc pouco restritiva, fraca. Na realidade,
quando todos os acontecimentos podem em si ser vistos como acontecimentos
standards, parece gue a condigdo arquimediana néo adiciona nenhum
contetido empirico (Adams, 1992).
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TEOREMA: (Teorema 1 em Luce, 1967, ver demonstragio no mesmo artigo).

Sendo <U,£,=> um "Regular System of Qualitativa
Probability (PQL), exite uma Gnica medida de probabilidade
finitamente aditiva ® sobre £ gque preserva a ordem de x,
i.e., para todo o A,B € £:

(i) (A = B) sse ®(A) 2 ®(B)
(ii) o0<®(A)<1
(iii) ®@)=0 e @(U)=1
(iv) (ANB)= & entdo ®(AUB) = ®(A) + ®(B)

A demonstracdo deste teorema de representagao (com base
na teoria de extensive measurement) & valida tanto para
dlgebras como para algebras-o (Fishburn, 1986) . Conjuntamente
com esta demosntracdo, Luce demonstra serem as suas condigdes
mais fracas (menos restritivas) que as de Savage. Isto &,
Luce demonstra (1967) gue numa estrutura de Savage <U,2Y,=>,
fina e coesa se verificam os seus axiomas, ndo sendo O

contrario verdadeiro.

No entanto, em 1991, Faria® procura uma ligagdo entre estes dois

£rabalhos enunciando e demonstrando o seguinte teorema:

4% paria & estimulado para a demonstragdo deste teorema pelo facto

de tanto Luce (1967), como em replicagdo Fine (1971), apresentarem
incongruéncias nas suas demonstragées. As incongruéncias situam-se em
afirmagdes relativas & &lgebra subjacente a4 demonstragdo: o autor "
assume para o espago de acontecimentos uma estrutura de &lgebra e
utiliza na demonstragdo as propriedades de uma algebra-o" [p.6l;
Faria 1991].
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TEOREMA: ( 4.4.9 de Faria, 1991)

Se <U,£,r> & uma estrutura PQ gue ndo admite dtomos e onde

sdo validos L6 e L7, entdo @ & fina e coesa.

A demonstragdo deste teorema & o estabelecimento de (nas palavras
do préprio autor) "uma ligagdo importante entre as caracteristicas: PQ,

L6,L7 e PQ com g fina e coesa"[p.63].

Tal resultade n3o pretende demonstrar a equival@ncia dos dois
sistemas axioméaticos.
Luce aponta que: uma [PCS => PQL] ndc sendo o contridrio verdadeiro.

Faria demonstra gque uma [PQL + Sem atomos] => PCS.

Fine (1971), parte de uma condigdo estrutural mais fraca
que a de Luce: a existéncia de uma partigdo {E} quasi-
uniforme para i= 1,...,n, em conjungdo com a condigdo * de
que a topologia de ordem associada a = tem uma base

numeravel.

DEF: TOPOLOGIA DE ORDEM (em Fine, 1971 e Faria, 1991)

Seja U um conjunto totalmente ordenado pela relagdo >
(anti-reflexiva). A topologia de ordem associada a >, tem uma
sub-base constituida por todos os conjuntos da forma:

{x: (x>a) } ou {x: (a>x) } para um a qualquer de TU.

% pine (1971, 1973) define esta caracteristica como condigédo

necessdria i existéncia de uma medida gquantitativa de probabilidade nao
necesséiriamente aditiva.
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DEF: BASE DE TOPOLOGIA DE ORDEM
a) A base de uma topologia de ordem & definida por tois
as interseccdes entre elementos da sub-base.
b) Uma base numerdavel & uma base que seja definida por
um ndmero de elementos numeravel.

TEOREMA : (coroldrio do teor.2 de Fine 1971, 5 de 1973)%
Para toda a estrutura PQ onde:
F6) (£,T) & uma topologia de ordem com base numeravel e;
F7) Existe uma partigdo gquasi-uniforme de U para
gualgquer n,

existe uma medida tnica de probabilidade aditiva compativel.

Designaremos por PQC a estrutura definida por Fine, isto
& a estrutura gue emerge da associagdo de F6 e F7 a estrutura
PQ. F6 & um pressuposto arquimediano (ver p. 20 de Fine,
1973) com fungdes semelhantes ao pressuposto de Luce. A
demonstracgao do teorema de representacdo de Fine
contrariamente ao de Luce, tem lugar apenas num espago nao

finito. Assim podemos ler em Fine:

While C4, C5 [neste texto F6, F7)], are implied Dby Savage’s
hypothesis that ® be fine and tight, and therefore, are at least
as general, they in turn imply sufficient conditions for existence
of additive, quantitative probability proposed by Luce. Futhermore,
since Luce axioms hold in certain instances where £/~ is finite,
the converse implication does not hold. [p.1185, Fine ,1971a].

1 Fishburn (1986) cita os trabalhos de Roberts de 1973, gque obtem
resultado semelhante a Fine com base nas mesmas condigdes.
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Sistematizando os resultados obtidos por cada autor
relativamente & existéncia de uma medida compativel com os

seus modelos temos dque:

TABELA III: Espacos de acontecimentos e dlgebras associadas
d demonstracdo dos resultados.

FINETTI SAVAGE LUCE FINE SCOTT SUP-ZANOTTI
Espacgo Infinito Infinitao Infinito Infinito Infinito
Finito Finito Finito
Algebra Algebra* 2° Algebra Algebra-o Algebra Alg.Ext.Func.

(dem. e extencgdo)
Algebra-c Algebra-o Algebra

* N&o explicitado claramente pelo autor (ver 1 Parte, Capitulo II).

Podemos agora completar a Tabela (II) comparativa dos
diferentes modelos, extendendo a comparagdo aos axiomas
estruturais apenas relativamente aos modelos anteriormente

classicados como comparaveis.
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TABELA IV: Comparacdo dos modelo axiomdticos ao nivel dos
axiomas necessdrios e estruturais.
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FINETTI SAVAGE LUCE FINE
(A) (8) © (D)
AXIOMAS NECESSARIOS-==-----
N1) Completude A A A A
N2) Reflexiva T1 T1 T1 T1
N3) Transitividade A A A A
N4) Aditividade A A A
N5) Nao~trivialidade A A A
N6) Nao-negatividade T4
N7) Monotocidade A T5 15 T5
AXIOMAS ESTRUTURAIS=-=—-——===-
E1) V n. Partig. Uniforme A T(E1,B) - Term
E2) V n. Partig.Quasi-Unif. T(EZ,A) T(EZ,B) - A
E3) Partig.Savage - A T(E3,C-) -
E4) Part. de Luce T(E4,A) T(E4,B) A T(E4,D)
- *E5) Est. Arquimediana T(ES,A) T(E5,B) A T(ES,D)
- *E6) Top. ¢/ base numeravel T(ES,A) T(EG,B) - A

Axiomas N1 - N7 encontram-se definidos e comparados anteriormente.

*- Numa perspectiva da teoria da medida este axioma & definido como necessario
A- Propriedade axiomatizada no modelo

T- Propriedade derivado do sistema de axiomas, pelo que resultado

T(i,j) - Teorema apresentado no contexto da axiomdtica j.

() - i ndo se verifica sob as condigoes do modelo j.

(C-) - Resultado sob o modelo C com & restricdo deste ndo conter &tomos.
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Os resultados abaixo apresentados e demonstrados,
relativos as propriedades estruturais incorporadas no modelo,
sdo intrinsecos ndo sé a cada modelo mas ao contexto onde
este se define. Dai a notacdo T(i,j) onde i refere o axioma
e j a axiomadtica no contexto da qual o teorema esta a ser

apresentado.

Tean: Em toda a estrutura PQ onde se define uma partigdo
Uniforme define-se uma partic¢do Quasi-uniforme, n&o
sendo a reciproca verdadeira.

Dem: Imediata por definigéo.

Tapn: Se relagdo definida em PQ @& fina e coesa esta
permite que para gqualquer n se defina uma particéo
Quasi-Uniforme de dimensdo n, ndo sendo a implicagdo
reciproca verdadeira.

Dem: Pelo teorema? de Niiniluoto (p.1585, 1972) temos que se a
relagdo & coesa ela ndo contém atomos.

Sendo fina e ndo contendo dtomos, pelo teorema 4.4.4 de Faria
(p-53, 1991) e teorema2 de Wakker (p.659, 1981) temos que para
qualquer n inteiro positivo existe uma partigao Quasi-Uniforme de
u.

O contridrio ndoc & verdadeiro, visto gque nem toda a
partigdo quasi-uniforme & fina.

Temp: Se relacdo definida em PQ & fina e coesa esta
permite que se defina para gqualquer n uma partigdo
Uniforme, ndo sendo a implicagdo reciproca verdadeira.

Dem: Coincide com a demonstragdo do Coroldrio 4.4.5.1. da pagina
53 de Faria (1991).

AR reciproca ndo & verdadeira, visto que nem toda a
partigdo uniforme & fina.
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Tewsy: S€ a relagdo definida numa estrutura PQ & fina e

coesa entdo verificam-se igualmente as condigdes de Luce
(L6 e L7), ndo sendo a reciproca verdadeira.

Dem: Coincide com a demonstragdo do teorema3 de Luce (p.785-
786, 1967)%.

Tee): Se <U, £,= > & uma estrutura PQ que nao admite &tomos®
e onde sdo validos L6 e L7, entdo a relagdo = & fina e
coesa.

Dem: Coincide com a demonstragio do teorema4.4.9 de Faria
(p.-61-63, 1991)%,
Tesy: Se a relagdo definida numa estrutura PQ & fina e

coesa entdo verificam-se igualmente as condig¢des de Fine
(F6 e F7), ndo sendo a reciproca verdadeira.

Dem: Ver Fine (1971).

2 Faria (p-61, 1991) levanta alguns obstdculos a esta demonstragao

por utilizar passagens que recorrem a operagbes de caracter infinito.

3 Tal como ja foi apontado na Tabela IV (ao referenciar C- ) este

teorema tem por contexto a axiomdtica de Luce restrita &s relagles que
ndo admitem atomos.

* raria (p-61, 1991) como referirmos anteriormente levanta alguns

obsticulos a esta demonstragdo por utilizar passagens que recorrem a
operagdes de caracter infinito.
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Tesa: Numa estrutura PQ onde se define para gqualquer n,
uma particdo uniforme verificam-se as condic¢des de Luce
(L6 e L7), ndo sendo a reclproca verdadeira.

Dem: Pelos trabalhos de De Finetti (1931) temos gque existe uma
medida de probabilidade aditiva compativel com a relagdo definida
pela estrutura PQ + Partigao Uniforme.

Assim temos que: Se U>A>® entdo & > P(A) > 0 e A> g => A<U e

P(AR) < @ , entdo P(U) = P(A) + P(A) <X, pelo que a propriedade
arquimediana é imediata (ver p. 50 de Fine, 1973).

Temos igualmente que se A ~ B => P(A) = P(B) e que para
qualguer A € U e qualguer nimero B €[0,1], existe um BzA tal que
P(B) = B P(A). Suponha-se B e B’tais que BP(A)= P(C) e B'P(B)=
P(D), entdo entdo existe um C'£ A e um D‘s B tais que P(C’')=
8P(A)= P(C) e P(D")= B’'P(B)=P(D). Por tal temos que C'~- C e D'~
D, pelo que se verifica a partigéo de Luce {(ver p.786 de Luce,
1967) .

A falsidade da relagdo inversa & demonstrada por se tomar
como contra-exemplo gqualquer espago de U com 2 pontos.

Taon s Numa estrutura PQ onde para gqualguer n & valida a
existéncia de uma particdo Uniforme verificam-se as
condicdes propostas por Fine (PQ + vn.Part. Quasi-
Uniforme + Top. Ordem associada a £ tem uma base
numeravel), ndoc sendo a reciproca verdadeira.

Dem: Pela prova do teoremal de Fine (1971), verificamos gque a
existéncia de uma medida de probabilidade (nd&o necessiariamente
aditiva) compativel com g quando se pressupde que (£, T) tem uma
base numeréavel.

Tessp: Numa estrutura PQ onde se verifiquem as condigdes
de Fine, verificam-se igualmente as condigdes de Luce,
nao sendo o contrario verdadeiro.

Dem: Coincide com a demonstragdo do teoremab de Fine (p. 26-27
e p. 50, Fine 1973).
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3) MODELOS INCOMPLETOS E MEDIDAS INEXACTAS

A dificuldade de enunciagdo de um teorema de
representagdo acentua-se quando se pretende uma maior
aproximagdo da estrutura qualitativa de probabilidade com a
realidade que se pretende representar. Dai muitos modelos
neglegénciarem tal aproximagdo, dando primazia a passagem
suave ao dominio quantitativo. Ora, a procura de uma passagem
suave do qualitativo para o quantitativo é uma das principais
fonte de erro, pois atribui ou extrai & realidade
propriedades, criando um fosso entre essa realidade e o
conceito que dela fizemos. Mesmo os modelos desenvolvidos
numa perspectiva normativa, ndo podem deixar de se preocupar
com as caracteristicas do sistema empirico que pretendem
representar. Tem, assim, de haver uma preocupagédo (maior ou

menor) com o grau de consondncia com a realidade empirica,
. experienciada pelo sujeito e que de alguma forma dad corpo a
crenga representada numa estrutura numérica. Nas palavras de
De Finetti:

"To me mathematics is an instrument which should conform
itself strictly to the exigencies of the field in which it is to
be applied” [p.2 de Finetti, 1937].

Dai, a preocupagido de algumas abordagens normativas
(ndo-standards) em procurar uma maior aproximagdo & natureza
empirica do conceito de probabilidade: uma maior aproximagéo
a4 realidade vivenciada pelo sujeito. O preg¢o a pagar estad no
tipo de compatibilidade alcangado ou tipo de medida com a
qual se estabelece a com?atibilidade. Conforme a situagao
referir-nos-emos aos trabalhos desenvolvidos como de modelos

incompletos ou como de medida inexactas.
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A) A abordagem de Suppes - Probabilidade Superior e
Probabilidade Inferior

Modelos de probabilidade superior e inferior®” tém a sua
origem nos trabalhos de Koopman (1940a) e segundo Fishburn
(1986) (ver igualmente Supper, 1974 e Dempster, 1967) foram
sucessivamente propostos por Smith em 1961, Good em 1962,
Dempster em 1967 e em 1968, Suppes em 1974, Williams em 1976,
Fine em 1979, Kumar em 1982, entre outros. A abordagem de
Suppes para além de ter a vantagem, de fazer uso de uma
axiomadtica idéntica & dos modelos aqui apresentados, & um

protdtipo deste tipo de abordagem.

A motivacdo bdsica subjacente & construgao deste modelo,
por parte de Suppes (1974), reside no considerar a abordagem
normativa standard afastada dos canons de uma verdadeira

abordagem normativa:

My first major claim is that some of Savage’s % axioms do
not in an direct sense represent axioms of rationality that should
be satisfied by any ideally rational person but rather, they
represent structural assumptions about the environment that may ou

may satisfied in given applications [p. 162, Suppes, 1974].

3 Estes modelos s3o, segundo Fishburn (1986) comparadveis aos

modelos que postulam <£,= > como uma semi-ordem ou ordem intervalar. P (A)
> P.(A) temos que O(A) = P"(A)-P.(R), pelo que (A>B) <=> P"(R)>P.(A) se
traduz por: (A>B) <=> P"(A)>P"(A)+0(B),

0=0. Se O for constante integra as semi-ordens caso contridrio integra
as ordens intervalares.

% o facto da critica incidir directamente sobre Savage ndo faz

justica a este autor que, como vimos, manifesta acentuada preocupagao em
que os seus axiomas estruturais sejam reflexo da realidade vivenciada
pelo sujeito.
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Para Suppes (1974) ndo cabe no ambito de uma abordagem
normativa o adicionar de condicdes ou propriedades com O mero
objectivo de alcangar um resultado que garanta a construgdo
de um teorema de representacdo e de unicidade (isto & pde em
causa o processo de estabelecimento das condigdes suficientes

4 representacdo numérica, por via de axiomas estruturais que

nio reflictam a realidade vivénciada pelo sujeito).

A sua proposta alternativa & a de, em vez de recorrer a
uma sistema numérico gque forgce uma definigdo numérica do
sistema de credibilidade do sujeito em algo impreciso,
alcangar uma representacgdo numérica que seja ela proépria
imprecisa-inexacta. O modelo que desenvolve dentro desta
perspectiva, tem por base uma estrutura definida por
<U,£,$,*=>, onde £ & uma algebra geral e $ uma sub-algebra
finita, cujos elementos s&o designados de acontecimentos
standards. Os elementos de £ que nd3o pertencem a $ sdo
designados de acontecimentos arbritriarios. As propriedades
que definem esta Finite Approximate Measurement Structure for
Belief (PQA- Probabilidade Qualitativa Aproximada) sdo:

S1: *m & uma relagdo de ordem fraca em £

S2: Aditividade: (A y B) N C = g, entdac (A *g B)
sse (AuC *eBwuC): ABCEeE

S$3: Nao-negatividade: A *» @
S4: Ndo-trivialidade: U *> @
S5: § & um suconjunto finito de £

S6: Se S » @ entdio S >g : S € §

87: Continuidade: Se S *r T , I ves: s~ (T w V):
s, T,V... € §
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Em $ sdo definidos acontecimentos minimais:
acontecimentos cuja intersecgdo é vazia e cuja unido de todos
estes elementos resulta num subconjunto de U que serve de
base a subdlgebra $. S é um acontecimento minimal se A=z o
"and it is not the case that there is a non-empty B en such

that B is a proper subset of S."([p.168, Suppes, 1974]

(S,S') é considerado um intervalo aberto minimal de $ se
S>S' e S'-S fér equivalente a um elemento minimal de §$.

O espago U ndo é necessiriamente finito, sendo £ uma
dlgebra ou uma &lgebra-o. No entanto a sub-dlgebra $ €&

necessariamente finita.

A Compatibilidade no contexto de uma Medida de
Probabilidade Superior e Probabilidade Inferior

DEF: MEDIDA DE PROBABILIDADE (ADITIVA) SUPERIOR E INFERIOR:
Uma Medida Inexacta de Probabilidade

Tendo:

U > p (conjunto ndo vazio de acontecimentos)
£ & uma &lgebra de U

P,eP :£->R

< Uu,g, P, e P’, 2> & uma estrutura de probabilidade superior e
inferior sse:

I. P,(R) 20
II. P,(U) = P'(U) =1
III. Se (A N B) = @ entéo

P.(A) + P,(B) = P,(A U B) S P (A) + P'(B) =
<= P'(A U B) s P (A) + P (B)
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Suppes procurou definir duas realidades distintas
associadas & &algebra £: a realidade definida por $ e a

realidade definida pelo seu complementar.

Relativamente & sub-algebra $ estipulou uma estrutura PQ
enriquecida de um axioma estrutural (axioma de Continuidade)
gque define <U,$,*x> como uma estrutura arguimediana. Este
axioma cria as condigdes favoraveis & construgdo de um
teorema de representacdo por uma estrutura de probabilidade
quantitativa aditiva, sob a adverténcia de que: a sub&lgebra

& isomorfica de uma algebra finita, com os acontecimentos

minimais definindo conjuntos singulares’ (Suppes, 1974).

A relacdo entre os acontecimentos nao integrados na sub-
dlgebra & definida, apenas, por uma estrutura PQ. Pelo que as
suas propriedades ndo sdo suficientes ao estabelecimento de
uma representac¢do numérica probabilistica. Mas o suporte dado
pela sub-estrutura §, permite associar-lhes uma medida
inexacta de probabilidade, i.e., estabelecer os seus limites
superior e inferior. Como Faria (1991) refere:

os acontecimentos transitam entre uma zona iluminada onde se
chamam acontecimentos standard e tém o direito a uma medida de

probabilidade e uma zona cinzenta onde a sua credibilidade apenas
fica descrita por probabilidades superior e inferior [p.44].

Assim, temos gue Suppes,1974, estabelece:

T a consideragdo de acontecimentos minimais como atdmicos deve-se
a Suppes (1974). Faria (1991) em nota de pag.50 chama atengdao para o
facto de gque embora acontecimentos atémicos( tal como definimos
previamente) sejam minimais estas duas nogdes ndo coincidem.
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TEOREMA DE REPRESENTACAO E UNICIDADE:
(Teorema 2, p.169 Suppes, 1974)

Defina-se em <U,£,$,*>=> uma estrutura finita de medida
de credibilidade aproximada. Entdo:

(i) Existe uma medida de probabilidade P em $ para todo o
acontecimento S e T,
S>T sse P(S)>P(T),

(ii) A medida P é dnica e atribui a mesma probabilidade
positiva a cada acontecimento minimo de § ,

(iii) Defina-se P’ e P. do seguinte modo:

(a) V A € £ equivalente a um acontecimento standard S,
P.(A) = P(A) = P(S)

(b) V A € £ ndo-equivalente a um aco>ntecimento

standard S, mas que reside no intervalo minimo
(S,S’) de acontecimentos standards S e S’

P.(A)= P(S) e P'(A)= P(S’)

entdo P. e P’ satisfaz as condigdes (I)-(III) de
probabilidade superior e inferior em £, e

(c) se n & o numero de elementos minimos em §,
entdo para V A € £

P'(A) - P.(A) £ 1/n

(vi) Se definirmos para A e B € £ que A *> B sse existir
pelo menos um S € $ tal que A > S5 > B, entido *> & uma
semi-ordem em £,

se A *> B entdo P. (A) = P'(B), e

se P. (A) > P'(B) entédo A>B
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A demosntracdo deste teorema ndo é integralmente apresentada por
Suppes (1974). Os pontos (i) e (ii) do seu teorema sdo reportados a uma
publicagédo de 1969%8, Podemos ler em Faria (1991) a partigdo do espago
U em acontecimentos minimais, pela demonstragdo de:

TEOREMA: (4.3.2 da pagina 43 de Faria 1991)
Numa estrutura finita de medida aproximada a classe de
acontecimentos minimais constitui uma partigdo finita do espago U.

Corolério: cCada acontecimento de § admite uma representag@o Gnica em
termos de unides de elementos minimais distintos.

Assim, se existem n acontecimentos minimais ent8o, temos que as
probabilidades associadas aos 2% acontecimentos sd8o exactamente
conhecidas, pois fornecidas por: m/n com 0 = m = n. Pelo que, a fungdo
P(.) associada a § fica totalmente identificada.

As probabilidades inferior e superior dos restantes acontecimentos
" da &dlgebra £, sZo definidas em termos desses mesmos ndmeros.

As propriedades (I-III) pré-definidas como de probabilidade
inferior e superior sio verificadas de forma a se demosntrar (iii). Sendo
P.(A) definida por P(S) e tendo que P(S)z 0 (I) € imediato. O mesmo
acontece com (II). Relativamente a (III), caso A e/ou B seja equivalente
a um acontecimento standard temos que a propriedade aditiva associada aos
elementos de $§ torna esta propriedade imediata. Pelo que Suppes apenas
nos oferece demonstracdo para o caso em que A e B s8o acontecimentos
arbritrarios.

58 Curiosamente, no artigo de 1974, Suppes embora cite este seu

trabalho ndo o apresenta nas referéncias bibliogrédficas. Encontra-se a
sua referéncia em Suppes & Zanotti (1976):

Suppes, P. (1969) Studies in the Methodology and Foundations of Science,
Reidel, Dordrecht.
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Como Faria (1991) refere, as condigdes que visam o
estabelecimento de compatibilidade, relativamente a § (a
estrutura finita), impde uma grande restrigdo & realidade
passivel de ser por ela representada (nomeadamente o facto de
(] ser uma estrutura de acontecimentos dijuntos

equiprovaveis).

A vantagem deste tipo de abordagem estd, ndo s no
considerar o conhecimento do sujeito passivel de imperfeigdo,
como também no fornecer a possibilidade da medida associada
a esse conhecimento ser ela prépria imperfeita/inexacta. Tal
consideragdo ndo &, no entanto, levada até as suas dltimas
consequéncias, de forma a se postular, por exemplo, a n&o

completude da relagdo de credibilidade.

Instituto  Superior de Psicologis Aplicede
FZIER LT EL S A
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B) A abordagem de Faria - Por uma relagdo ndo completa

vacredito, e mais uma vez o digo, que a axiomitica de uma
estrutura de probabilidade comparativa (ou qualitativa, como se
preferir chamar-lhe) qualquer que ela seja, deve seguir t&ao perto
quanto possivel os mecanismos da atitude do individuo face ao
desconhecido, sem outras preocupacdes que ndoc sejam a coeréncia,
a consisténcia, e sendo possivel, evitando um formalismo demasiado
hermético que a afaste definitivamente das aplicagdes ligadas a

disciplinas de utilizagdo." (p.66, Faria , 1991).

E assim que, Faria (1990) procura tornar distintas a
situagdo definida pela propriedade de assimetria (03) e a
situagdo em que a "auséncia de conhecimento” nos leva a n&o
relacionar dois acontecimentos, definidos previamente como
constituintes da dlgebra. Deste modo, como vimos, rejeita a
propriedade de dicotomia (0l), que impde que a relagéo seja
_completa, no sentido de todos os elementos se relacionarem

. entre si.

DEF: Uma Estrutura de Probabilidade Comparativa de Faria (que
designaremos de PC(F)) é, axiométicamente, definida pelas seguintes
propriedades:

Pl: > & uma relacdo de quasi-ordem (reflexiva e transitiva)

P2: o =>

P3: (A UB)NC= o => [(A>B)=(AucCc:xrBuc)], VaBCet&t

Pé: Dado A e A e £: (A = R) V(R = B).
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Uma estrutura PC(B) & uma estrutura PC(F) gque nao
contempla o axioma (P4). O autor designa-a por Estrutura de
Probabilidade Basica.

A compatibilidade CrissCross: O caso incompleto

A estrutura de probabilidade comparativa de Faria
[PC(F)] ndo incorporando em si 0sS axiomas necessdrios ao
estabelecimento de compatibilidade com uma medida de
probabilidade aditiva, ndo permite que com facilidade, se
construa o homologado teorema de representagdo. O mesmo
acontece relativamente & procura de gquasi-compatibilidade. A
tentativa de estabelecer a (quasi)compatibilidade de = com
uma medida de probabilidade aditiva, implicaria uma mudanga
nio desejavel na estrutura PC(F) (Faria, 1991): a que lhe
retira a sua caracteristica especifica de n&do postular o

axioma de completude.

LEMA: (5.2.1.,p.67 de Faria,1991)

Dada uma estrutura PC(F), a existéncia de uma medida de
probabilidade (quasi)compativel com =, transforma a estrutura
PC(F) numa estrutura PQ (que o autor designa de PCS, isto §,
de Savage).

*

Em causa estdo as condicdes necessarias a (quasi)

compatibilidadeapontadasanteriormente;maisespecificamente
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a afirmacdo de completude®.

Faria (1991) ndo procura construir o sistema formal
numérico passivel de representar o sistema definido pela
estrutura PC(F), visto ndo ter por objectivo a criagdo de uma
"nova medida de probabilidade" (como o faz Suppes, 1974 ou,
por exemplo Cox, 1955). O seu objectivo & sim, o de estudar
uma forma de mensuracdo de PC(F) que ndo lhe adicione novas
propriedades. A possibilidade de definigdo de subestruturas
completas integradas na estrura PC(F) sugere a Faria, o
estudo das condicdes de compatibilidade a esse nivel, i.e.,
sugere-lhe a hipdtese de mensuragdo de subestruturas. A
identificacdo dessas subestruturas, e das consequéncias
desta segmentacdo da representagdo numérica, para a estrutura
global sdo o ponto fundamental do seu trabalho. A este tipo
de compatibilidade o autor designou por compatibilidade

criss-cross.

Faria demonstra que a compatibilidade criss-cross & um
caso particular de quasi-compatibilidade, e identifica-a como
o elo mais fraco da cadeia de processos gquantitativos

associados a uma estrutura PC(F).

% n conclusdo de Faria & a de que & "...perfeitamente plaidsivel

o mecanismo de conhecimento, gque consiste em completar a (incompleta)
ordenacdo inicial do espago de acontecimentos, com O recurso a um
processo gquantitativo, de onde o complementar da ordem inicial pode
surgir, por vezes com recurso & intricados calculos numéricos, cujo
resultado vem a esclarecer a lacuna A & B ou B g A" (p.68, Faria, 1991),
e acrescenta: " julgo mesmo gue é assim que as coisas funcionam em grande
numero de situagdes.” Ndo percebo, no entanto, como se pode admitir
que o representante condicione a realidade representada, sem gque se
assuma, & priori, total compatibilidade entre as duas estruturas.
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0 processo de construgdo deste tipo de compatibilidade passa pela
compreensdo de que em toda a estrutura PC(F) pode-se construir pelo menos
uma subestrutura PQ. Faria demonstra-o da seguinte forma:

considere-se a estrutura PC(F) <U,£,:>, e defina-se em £ a relagido
de equivaléncia ~ por:
A ~B<=> (A xB) A (B =z 3

Pelo que cada classe de equivaléncia C, (elementos do conjunto
quociente resultante) & formada por acontecimentos equiprovéveis.

Neste conjunto quociente £/~, fica definida uma relagdo de ordem
parcial (ver teorema de Schroederso)

A este sistema emergente, o sistema <£/~, z> , Faria designa por
espectro de uma estrutura PC(B) <U,£,x>. A ordenagdo parcial que a
caracteriza pressupde a existéncia de um supremo e um infimo para
qualquer elemento (classe de equivaléncia)- desta estrutura.

. TEOREMA: (2.2.5, pag.26 de Faria,1991)

Um conjunto parcialmente ordenado onde cada par de elementos admite
um infimo e um supremo, ¢é um reticulado distribuitivo no qual as
operagdes A e V sdo definidas respectivamente por a A b = inf(a,b) ; a Vv
b = sup(a,b).

60 peorema de Schroeder: Uma relagdo de quasiordem p define uma
relacio de equivaléncia bo sse (A b B) e (B b A). Tomando as classes de
equivaléncia C, e C; define-se no conjunto quociente, uma relagio de ordem
parcial: (C, Z C;) sse (A b B).
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DEF: Um réticulado distribuitivo é um sistema algébrico R(E, A, V) onde
as operagdes bindrias A, V obedecem as propriedades:

(aAb) = (bAa), (avb) =(Va) (comutativa)
(aAby Ac=aA(barc), (avb) ve=aVv (b Vvec) (associativa),
aA(bve) =(aAb)Vv (aAc),

aV(bAc)=(aVvb) A (aVec) (distributiva),
(aAb) va=a, (ab) A a = a.

Assim, no réticulado <£/~, =z > define-se a relagdo:
(CpNCg) = min. {C,, Cg}, pelo que se C, = C, temos que € igual a G

e
(CpuCg)= max. {C,, Cp} pelo que se C, = C; temos que € igual a C,

No caso de C, 2 Cy ou Cp 2 C, (as classes de equivaléncia ndo estarem

relacionadas) Faria (1991) propde:
(Cy N Cp)= inf (Cy e Cg), e
(Cp U Cp)= sUP (Cy e Cp)

Infimo e supremos tém agui o significado inerente & ordenagéo
induzida no conjunto quociente, pelo que se inscrevem nas cadeias

- maximais que os incorporam.

DEF: Um conjunto parcialmente ordenado que satisfaga a propriedade de
"dicotomia” pelo que de "completude® designa-se por cadeia.

TEOREMA: Numa estrutura parcialmente ordenada & possivel definirem-se

subconjuntos de ordem completa, pelo dque cadeias.
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DEF: Por cadeia maximal num conjunto parcialmente ordenado, entende-se
uma cadeia que ndo se pode prolongar (por inclusé&o) relativamente 2a
ordenacdo definida nesse conjunto.

%

LEMA (de Ruratowsky): "Toda a cadeia num conjunto parcialmente
ordenado est& contida numa cadeia maximal".

+*

Pelo que, o conjunto de supremos e infimos de uma classe de
equivaléncia se inscrevem nas cadeias maximais que a englobam.
Assim, se:

a) Infimo {C, , Cg}) = o, podemos dizer que no espago inicial né&o
existem acontecimentos "situados entre" o e A, B, i.e., ndo existe nenhum
acontecimento € : A = C, B>»C, C#p e, se

b) supremo {C, , Cz}) = U, podemos dizer que no espago inicial néo
existe acontecimentos "situados entre" U e A, B, i.e., ndo existe
acontecimento C : A » C, BxC, C=#U.

Assim, para Faria (1991), uma cadeia maximal traduz, relativamente
a qualquer acontecimento, que ndo » e U, nela contida, a guantidade
' méxima de "informacdo comparativa" de que o individuo dispde, quando o
contexto & definido por essa mesma cadeia maximal.

o} enriquecimento da relagdo de probabilidade
comparativa/qualitativa (saber que C,2Cp ) aumenta ou o nimero de cadeias

maximais ou a extensdo de uma ou mais cadeias préviamente existentes.

Faria (1991), tendo em consideragdo um isomorfismo entre o
comportamento de uma sub-&lgebra e uma &lgebra, demonstra-nos igualmente
gue:

TEOREMA: (5.3.3., pag.76, de Faria, 1991)
Numa estrutura PC(F) existe pelo menos uma subdlgebra de £ contida
numa cadeia maximal definida no espectro de <U,g,x>.
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Corolario: (5.3.3.1., pag.76, de Faria, 1991)

seja <U,%,r> uma estrutura PC(B) toda a estrutura <U,L, x>, sendo
L uma subdlgebra de £, contida numa cadeia maximal, construida no
espectro de <U,£,>>, € uma estrutura PQ (PCS para o autor).

Pelo que ,

TEOREMA: (5.3.5., Pag.78, de Faria, 1991)
Uma estrutura PC & na realidade uma estrutura PQ sse existe uma
e uma s6 cadeia maximal, associada ao respectivo espectro.

Em cada cadeia maximal definida em <£/~, 2>, podemos
_identificar uma subdlgebra L de £, que ddo origem a uma
. estrutura PQ. Nas estruturas PQ estdo definidas, como vimos
anteriormente, as condigdes necessédrias ao estabelecimento de
uma medida de probabilidade aditiva. Consequentemente, as
condigdes de compatibilidade criss-cross admitem que

distintas medidas de £ fiquem associadas a um mesmo espago
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inicial.
Uitlizando as préprias palavras de Faria:

"Dada uma estrutura PCF, <U,g,e>, uma substrutura <U,L, >,
associada a uma cadeia maximal definida em <£/~,2> e uma medida de
probabilidade B, definida em L, digo que existe compatibilidade
crisscross entre <U,£,> e @, sempre gque P seja (quasi)compativel
com ®, no espago <U,L,#>" [p.81, 1991].

Desta forma Faria abre a possibilidade de tratamento
quantitativo de uma estrutura incompleta, i.e., possibilita
a quantificagdo a subalgebras de £ contidas em cadelias
maximais, que se definem como "estruturas de probabilidade
comparativa" (PQ). O avangar com um tipo de particdo ou
outras condicdes que sejam suficientes para a construgao
efectiva de um teorema de representacdo & um trabalho deixado
em aberto pelo autor. Este apenas se limita a afirmar : "as
condicbes de (quasi)compatibilidade estabelecidas no capitulo
4 (agqui as do capitulo precedente a este), terdo neste

contexto uma cabal aplicabilidade” (p.81, 1991]).

Resumindo :

Suppes (1974) e Faria (1991) desenvolvem o due
designamos de modelos ndo-standards de probabilidade
subjectiva.

0 primeiro estabelece as condigdes suficientes a
existéncia de uma medida f{nica inexacta de probabilidade
(pelc menos para parte dessa estrutura), para o caso finito
e para o caso infinito (neste caso com a restricdo imposta

sobre o dominio de uma subestrutura gque tem de ser finita).
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Assim a "inovacdo" encontra-se na definicdo de um diferente

tipo de medida aditiva que ndo se limita a fazer vénia &

estrutura Kolmogoroviana.

0 segundo, o modelo de Faria, admite a possibilidade de
relacdo com a estrutura de probabilidade quantitativa pré-
definida, mas & "inovador" na caracterizagdo desse tipo de
relacdo. Faria (1991) cria a possibilidade de se estabelecer
um novo tipo de compatibilidade definida relativamente a
subalgebras finitas da estrutura PCF, que resulta numa medida
de probabilidade ndo necessariamente tGnica. As condigdes
suficientes & compatibilidade criss-cross sdo reportadas as

estabelecidas por qualquer dos outros modelos.

Modelos nio-standards sdo um tipo de abordagem normativa
que procura uma Vis8oc mais real de um problema
probabilistico, pelo que nos oferece o meio mais produtivo a
uma abordagem prescritiva. Em vez de se "prescrever" o
mascarar a instabilidade do nosso sistema de credibilidade,
por recurso a principios semelhantes ao Principio da Razao
Insuficiente, oferecem-nos um modelo que reflectindo essa
mesma instabilidade nos permite avangar para ©O campo

numérico.

Cabe aqui a abordagem prescritiva constructivista de
Glenn Shafer (1991):

"Do real people, when they have not deliberately constructed
probabilities and utilities for a given problem, always have
preferences that are sufficiently definite and detailed (...)?
{(...) If people do not have such preferences, then it is hard to
see why constructing them (de acordo com OS postulados de Savage)
would necessarily be the best way for them to spend their time."
(...) "Probabilities should be construted by examine evidence, not
by examine one’s attitude towards bets.”



PROBABILIDADE SUBJECTIVA 111

CONCLUSAO

A analise comparativa de alguns dos modelos axiomaticos
de probabilidade qualitativa levada acabo neste trabalho,
centrou-se: no estudo da capacidade dos modelos servirem de
suporte & construgdo de teoremas de representagao e
unicidade; na definigdo de condigdes como suficientes e/ou
necessarias e suficientes a essas construgdes e; neste Gltimo
caso, no estudo da qualidade dos axiomas estruturais dos
diferentes modelos. Para tal, destacaram-se 0S dominios de
aplicabilidade de cada modelo (finito/infinito) e
distinguiram-se as estruturas algébricas que lhes serviram de

suporte.

Os principais resultados deste estudo podem ser

resumidos do seguinte modo:

- De Finetti (1937) e Savage (1954) apresentanm,
condicgdes suficientes para a existéncia
(compatibilidade) de uma medida de probabilidade aditiva
dnica quando a &lgebra de acontecimentos & infinita.
Embora Savage tenha definido as condigdes de
compatibilidade'relativamentezaZU,'utilizando operagdes
de caracter infinito, Wakker (1981) e Niiniluoto (1972),
demonstram a possibilidade de generalizagdo dos

resultados de Savage a dlgebras (ndo necessariamente o).
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- Luce (1967) apresenta um sistema axiomdtico que &
condicdo suficiente para a existéncia (compatibilidade)
de uma medida tGnica de probabilidade aditiva em espagos

de acontecimentos tanto finitos como infinitos.

- TFine (1971, 1973) define condigdes suficientes
para a existéncia de uma medida tGnica de probabilidade

aditiva, quando o espago de acontecimentos & infinito.

- Kraft et al. (1959) e Scott (1964) apresentam,
condicdes necessarias e suficientes para a existéncia
(compatibilidade) de uma medida nao necessariamente

Gnica quando a algebra de acontecimentos & finita.

- Suppes e Zanotti (1976) apresentanm, condigdes
necessarias e suficientes para a existéncia
(compatibilidade) de uma medida Gnica quando o espacgo de
acontecimentos & finito ou infinito, via a extensdo da
relacdo = a uma adlgebra de fungdes de £ (a uma extended

functions &lgebra) designada de £%*.

~ Suppes (1974) e Faria (1991) desenvolvem o due
designdmos de modelos ndo-standards de probabilidade
subjectiva. O primeiro estabelece as condigdes
suficientes & existéncia de uma medida tnica inexacta
de probabilidade (pelo menos para parte dessa
estrutura). O segundo, o modelo de Faria, & construido

com base na negagcdao da completude como axioma
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necessario, e procura o "caminho" gue visa a sua
representacgao numérica (via uma estrutura da
probabilidade quantitativa aditiva pré-estabelecida).
Deste modo define um novo tipo de compatibilidade, a
criss-cross. Identificando uma estrutura PQ en
subdlgebras de £, que se inscrevem em cadeias maximais,
possibilita a mensuragao por recurso a axiomas

estruturais mais ou menos restritivos.

De todos os sistemas axiomadticos suficientes o de Luce
parece ser o mais fraco (Krantz et al. 1971). Como Fine
(1973) refere o sistema axiomatico de Luce "seems to be the
best published characterization of the subset of CP [no texto

PQ] relations compatible with finite additivity".

e




APENDICE

Simbolos, notagdes e definicdes mais utilizadas, com
significado especifico:

~ Simbolo de negagdo da proposigdo a que se associa.

U Universo onde estéo contidos os acontecimentos.

£ Espaco de acontecimentos com a estrutura de uma &lgebra de
Boole de subconjuntos de U ou uma algebra-o.

> Relacdo binaria "pelo menos tao provavel /credivel como",
definida num espacgo de acontecimentos.

~ Relacdo de equiprobabilidade

~ % Relacgdo de quasi-equiprobabilidade definida por: (A~%* B) se
para todo o C,D tal que c>, DJ (ANnC) = (BND) = & , entéao
(AUC) = B e (BUD) = A.

<U, £,= >Estrutura de probabilidade comparativa/qualitativa .

<u,g,®,>> & uma estrutura relacional numérica com
caracteristicas de espago de probabilidade ,i.e, onde
se verificam: K1): P(a) =2 0
K2): B(U) =1
K3): P(ANB)=e => P(AuB) = P(A) + F(B)




Modelo de Scott - Estrutura de probabilidade que obedece aos

seguintes axiomas:
Completude: (A = B) ou (B & A)
Nio-negatividade: (A = @), Vaet
Nio trivialidade: (U » @)
Cancelagdo: Para todo o subconjunto A,...R, B,...B, de U,
se A, > B, : 0 = 1i< n entdo

se L In(x) =L IBx) :. B, 21

Modelo de Suppes e Zanotti - Estrutura de probabilidade que

obedece aos seguintes axiomas:
Completude: (A = B) ou (B = A)
Transitividade: (A ® B)A(B 2 C) => (A & C)
Aditividade: Se [(ANC=g) A (BN C=a)]
entdo (A = B) <=> [(Au C) & (B U C)]
Nio-negatividade: (A z ®), V A e £
Nio trivialidade: (U » &)
Continuidade: Se A* > B* entd3o para todo o C* e D* em £%, existe um
inteiro n tal que pA* + C* = nB* + D*.

PQ - Estrutura de probabilidade gue obedece aos seguintes
axiomas:
Completude: (A = B) ou (B = A), Y a,Be ¢

Transitividade: (A = B)A(B = C) => (A & C), ¥ »,B,C € £

Aditividade: Se [(ANC =g) A (BNC=4a)l]
entio (A ¢ B) <=> [(RuC) = (Bu<C)] ., VY a,B,Cc e £

Nio-negatividade: (A = @), V A e £
N3o trivialidade: (U » &)

PQF - (De Finetti) Estrutura de probabilidade PQ que obedece ao

seguinte axioma:
D6: Qualquer que seja
uniforme de dimensao- u®n

n, existe uma partigdo

PQS - (Savage) Estrutura de probabilidade PQ que obedece ao

seguinte axioma:
S6: Qualquer que seja n, existe uma Partigao Savage

de dimensao- (Pn



PQL - (Luce) Estrutura de probabilidade PQ dque obedece aos
seguintes axiomas:
16: A estrutura & arquimediana: para VA € £ em que A>s qualquer
sucessdo standard relativamente a A & finita.

L7: Se (ANB)= @, A>C e BxD, entdo existe um C’, D’ e E € £,tal
que: (i) E ~ (AuB); (ii) (C'n D’)= g@; (iii) E = (C'u D');
(iv) (C‘~ C) e (D'~ D)
PQC - (Fine) Estrutura de probabilidade PQ gque obedece aos
seguintes axiomas:
F6) (£,T) & uma topologia de ordem com base numeridvel e;
F7) Existe uma partigdo quasi-uniforme de U para gualguer n
POA - (Suppes) Estrutura de probabilidade PQ gue obedece aos
seguintes axiomas:
S1: *z & uma relagdo de ordem fraca em £
S2: Aditividade: (A u B) N C = @, entdo (A *z B) sse
(AuC*=2ByC): A,B,Ce £
S3: Nio-negatividade: A *r @
S4: Nao-trivialidade: U *> @
§5: $ & um suconjunto finito de £
S6: Se S ¢# @ entdo S > & : S € §
S7: Continuidade: se 8 *= T , 3 Ve $: S~ (TuV):S,T,V... €§

PC(F): (Faria) Estrutura de probabilidade Comparativa que obedece
aos seguintes axiomas:
Pl: = & uma relagdo de gquasi-ordem
P2: =3 => ®
P3: (A wu B)NC=g => [(A 2z B)= (A uC B uC)l, V a,B,Cet
P4: (AAB) € £: (A =2 A) ¥ (A =z d).

ALGEBRA: Uma classe de conjuntos & uma &algebra sse for fechado
simultaneamente com respeito & complementagdo e com respeito
4 unido binéaria

Pelo que, £ & uma algebra em U sse para todo o A, B,C
pertencente-a £: :
- A ¢ £ (fechado em relagao ao complementar)
- (A UB) € £ (fechado em relagdo a unido binaria),

Sendo uma &algebra, £ também é fechado com respeito &
diferenca e & intersecgdo binaria, e (D A U) € £



ALGEBRA-0: Uma &algebra fechada relativamente Gnido numeréavel é
uma Aalgebra--o. Isto €& uma dlgebra gque se define pela
propriedade:

Va, € £ , i=1,2,... U A € &

Uma &lgebra-o¢ tal como uma algebra finita, & fechada
com respeito & diferenga e & intersegao numeravel.

PARTICAO UNIFORME DE DIMENSAO n - u®n = {Ei}, i=1,...,n & uma
partigéo de U formada por n (n2) acontecimentos
equiprovaveis (E1 ~ E2 ~ E3...~ En).

PARTICAO QUASI-UNIFORME DE DIMENSAO n - o-u®Pn = {Ei}, i=
1,...,n & uma particgdo de U onde nenhuma unido com K

acontecimentos arbritrarios E & mais provavel que outra
qualquer unido formada por K+l acontecimentos da mesma
partigdo. Assim, A e B dizem-se quasi-equiprovaveis (A ~#* By,
se para todo o C,D tal que c>g, D> (aAnc) = (BnD) = O ,
entdo (AUC) = B e (BUD) = A.

PARTICAO (DE SAVAGE) DE DIMENSAO n - ®n = {E}, i= 1,...,n & uma
partigéao de U onde qualgquer elementos A, B da dlgebra
associada a U, se A>B entdo U pode ser particionado num finito
ndmero de acontecimentos {C,...C,} tal que A > BUC.

COMPATIBILIDADE: Uma medida P em £ diz-se compativel com x se
(Fishburn, 1986): A = B <=> P(A) 2 P(B) '

QUASI-COMPATIBILIDADE: Uma medida P em £ diz-se quasi-compativel
com = se (Fishburn, 1986): A =B => P(A) 2 P(B)




ATOMO (Villegas; 1964): A & um atomo se A>J e A>B>J apenas
quando B ndo estad contido em A ou dizendo de outro modo, para

B S A tem-se que : B ~ J ou B ~ A.

UMA ESTRUTURA COM UM ATOMO (Ver demonstragéao de Lemma 4. de
Niiniluoto, 1972) admite uma partigdo finita de U formada por
um nimero fixo (m) (e ndo um nimero arbritrdrio como no caso de
particdo uniforme) de atomos equiprovaveis; U & equivalente
4 unido desses atomos.

UMA ESTRUTURA E DESPROVIDA DE ATOMOS (Lemma 2. de Niiniluoto,
1972) em U sse para todo o A > & em £ puder ser particionada
em BeCtal quuA=BUC, BNc=g, B>U eC>0.

SUCESSAO STANDARD EM A - Defina-se £ uma &algebra de
acontecimentos e ~ uma relacdo de equivaléncia. Uma sucessao
de acontecimentos A,, A,, ..., A, diz-se standard relativamente

a A sse para qualguer valor de i existem B, e C, obedecendo a:
(i) (A, = B, e (B, ~ A); (ii) (B n c)=Z; (iii) (B ~ A); (1v) (B
~ A ); (V) A, = (B,UC). Pelo que A corresponde a i cépias
dijuntas de A.

RELACAO FINA: (Savage, 1954) Uma relagado = diz-se fina sse para
todo o A > J, existir uma partigédo {C;,...,C} de U tal que A
»C : (i=1,...,n)

RELACAO COESA: (Savage, 1954) Uma relagao = diz-se coesa se
sempre que A ~* B entdo A ~ B.
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